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Propadeutischer Grenzwertbegriff

Bildungsstandards im Fach Mathematik fur die allgemeine Hochschulreife
(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 18.10.2012), Seite 18:

Leitidee: Algorithmus und Zahl (L1)

Diese Leitidee verallgemeinert zum einen den Zahlbegriff der Sekundarstufe | zu Tupeln und Matrizen einschlieBlich
zugehdriger Operationen. Die Leitidee erweitert zum anderen die Vorstellungen von den reellen Zahlen durch Ap-
proximationen mittels infinitesimaler Methoden. Weiter umfasst die Leitidee die Kenntnis, das Verstehen und das
Anwenden mathematischer Verfahren, die prinzipiell automatisierbar und damit einer Rechnernutzung zuganglich
sind.

Die darauf bezogenen mathematischen Sachgebiete der Sekundarstufe Il sind die Anfange der Analysis und die Li-
neare Algebra.

Grundlegendes und erhdhtes Anforderungsniveau

Die Schiilerinnen und Schiiler knnen

m geeignete Verfahren zur Losung von Gleichungen und Gleichungssystemen auswahlen

® ein algorithmisches Losungsverfahren fiisk § e erldutern und es anwenden
m Grenzwerte auf der Grundlage efdes propddeutischen Grenzwertbegrifls insbesondere bei der Bestimmung von

Ableitung und Integral nutzen

B einfache Sachverhalte mit Tupeln oder Matrizen beschreiben
B mathematische Prozesse durch Matrizen unter Nutzung von Matrizenmultiplikation und inversen Matrizen be-
schreiben (A1)

Erhdhtes Anforderungsniveau

Die Schiilerinnen und Schiiler kdnnen dariiber hinaus

® Potenzen von Matrizen bei mehrstufigen Prozessen nutzen (A1)
m Grenzmatrizen sowie Fixvektoren interpretieren (A1)

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017
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Lehrplananpassung (Juli 2014), Seite 38:

Grenzwerte
Zeitrichtwert: 18 Unterrichtsstunden™

Ziel dieses Unterrichtsabschnitts ist es, eine inhaltliche Vorstellung des Grenzwertbegriffs bei den Schiile-
rinnen und Schilern zu wecken, eine ihrer Leistungsfahigkeit angemessene Prazisierung der Definition zu
erreichen und sie zu befahigen, Grenzwerte zu bestimmen.

Der Lehrplan ermdglicht verschiedene Zugange zum Grenzwertbegriff:

Der Grenzwertbegriff kann anhand reeller Funktionen ohne vorherige Behandlung von Zahlenfolgen er-
arbeitet werden. Bei diesem Vorgehen wird der Folgengrenzwert zu einem spateren Zeitpunkt in einem
geeigneten Zusammenhang, z.B. bei der Betrachtung des Grenzwerts flr x-x_, angesprochen, damit er
flir Anwendungen und zum weiteren Aufbau der Analysis (etwa fiir die Einfiihrung der Integralrechnung)
zur Verfligung steht.

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 5
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Lehrplananpassung (Juli 2014), Seite 39:

Ein anderer Weg (iber Zahlenfolgen baut auf Vorkenntnissen aus der Sekundarstufe | auf. An eine exten-
sive Behandlung von Zahlenfolgen und deren Eigenschaften ist nicht gedacht. Da sich rekursive Folgen in
besonderer Weise eignen, ein Verstandnis des Grenzwertbegriffs zu entwickeln, und ferner Rekursionen in
den Anwendungen der Mathematik eine immer gré[3ere Bedeutung gewinnen, ist ein Eingehen auf diese
Folgen im Unterricht ausdriicklich gefordert.

Im Zusammenhang mit der Reflexion liber Grenzprozesse konnen historische Aspekte (Ringen um eine
Prazisierung grundlegender Begriffe) und philosophische Ausblicke (Erfahrungen mit dem Infiniten) in den
Unterricht einbezogen werden. Es bieten sich aber auch Beispiele aus der fraktalen Geometrie (Kochkurve,
Sierpinsky-Dreieck,...) an

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 6
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» Einfihrung des Grenzwertbegriffs ohne vorherige
Thematisierung von Folgen

» Verwendung eines ,intuitiven® Grenzwertbegriffs, gestutzt auf
graphische und numerische Erfahrungen

» Statt mit dem trockenen Thema Folgen zu beginnen wird
direkt der Ableitungsbegriff als Kernpunkt der Analysis
angesteuert

» Das universitatspropadeutisch ausgesprochen ergiebige
Thema wird an anderer Stelle behandelt (Achtung!

Pflichtthema des Lehrplans fur den LK)

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 7
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» Einstieg in die Differential- und Integralrechnung ohne
Thematisierung von Folgen

» Motivation der Zahlbereichserweiterung durch graphische
und numerische Erfahrungen

» Mit dem ,hyperreellen Rustzeug” kann dann sehr schnell und
trotzdem fundiert der Ableitungsbegriff erworben werden

» Das universitatspropadeutisch ausgesprochen ergiebige
Thema wird an anderer Stelle behandelt (Achtung!

Pflichtthema des Lehrplans)

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 9
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Stundenbeginn der ersten Stunde im LK 11 M:

Beschleunigungsmessung Porsche 911 %
| ) /3/

zuruckgelegte Strecke 10 20 30 50 100 150 200 250 300
(in m)
Zeit (in s) 1,81 2,56 3,15 4,05 5,73 7,01 8,09 9,05 9,92

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 11
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zurickgelegte Str c(l?e 10 20 30 50 100 150 200 250 300
(in m)

Zeit (in s) o 1,81 2,56 3,15 4,05 5,73 7,01 8,09 9,05 9,92
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® f(x) = 3.05x>—0.02x
-® g(x) = 27.7x
-@ h(x) = 27.7x — (3.05 x* — 0.02 x) 200

~ Gerade
~® a:x=4.54 150

Punkt
-® A=(0,0) 100
® B =(9.09,0)
~® C=(4.54,0) 50
~@ D = (4.55, 62.98)
0
4

(X)) Abson 2wisfen e
[7(/5()3 &@uu i/(@d{.& 1_4)/\\@35‘9 ( Q(Z})

Und & ue ’TELV&&:}A/ A sA

b Uondet 100 —,;(—"l =17 =2

7 byt (5%99) =
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Funktion

® f(x) = 3.05 x> —0.02 x

® g(x) = 27.7x

® h(x) = 27.7 x — (3.05 x> — 0.02 x)

Gerade
® a:x=4.54

250
200
: 150
Punkt
@® A=(0,0) 100
® B =(9.09,0)
® C=(4.54,0) 50
® D = (4.55, 62.98)
0
-6 -4 -2 0
4 Ll
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Einstiegsaufgabe - Barringer Krater

In Arizona gibt es einen Einschlagskrater eines Meteoriten, den sogenannten Barringer-Krater. Der Krater hat einen
Durchmesser von bis zu 1200 Meter und eine Tiefe von 180 Meter. An einer sehr flachen Stelle kann der
Teilquerschnitt des Kraters bis zum Kraterrand durch die folgende Funktion beschrieben werden:

k(x) = 0,002x2 fir 0 < x < 300

Im Krater befindet sich ein Fahrzeug, das eine Steigung von bis zu 115% bewaéltigen kann. Kann das Fahrzeug den
Kraterrand erreichen und aus dem Krater herausfahren?

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 16
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Einstiegsaufgabe - Fiillkurve

Unterschiedliche GefalRformen lassen sich durch ihren Fillgraphen beschreiben. Dieser ergibt sich, wenn in
ein Gefal eine Flussigkeit mit gleichmaligem Zufluss einfliel’t. Die entstehende Zuordnung

Zeit(t)— Hohe(h)
kann in ein Koordinatensystem tUbertragen werden und stellt die Zunahme des Wasserspiegels in
Abhéangigkeit der Zeit dar.

a) Skizzieren Sie zunéachst einen moglichen Verlauf des Fillgraphen fur die Gefalde in ein geeignetes

Koordinatensystem. Vergleichen Sie ihre Ergebnisse mit einer anderen Gruppe und begriinden ihre
Skizze.

Experiment

Mit dem folgenden Experiment kdnnen Sie ihre Vermutung aus der ersten Aufgabe
uberprufen. Dazu sollen Sie gleichmaRig Wasser in ein Gefal fullen. Mit einer Stoppuhr wird
die Zeit gemessen, wie lange der Wasserspiegel braucht um auf 0.5 cm, 1 cm, 1.5 cm, 2cm
usw. zu steigen. Die Messdaten fur die Zeit Ubertragen Sie danach vom Arbeitsblatt in die
untenstehende Tabelle

Benotigte Materialien:

— Messbecher

— Einfulltrichter

— Hobéhenskala

- Stoppuhr (z.B. App im Smartphone)

— |eere Plastikflasche 500ml zum Fullen des Trichters

Jochen Dorr, Vallendar 8./9. Juni 2017 Folie 17
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Freitag, 25. September 2015 08:20

Postulate.

1. Eine GroBle, die vermindert oder vermehrt wird um eine
unendlich kleinere Grofle, wird weder vermindert noch vermehrt.

2. Jede krumme Linie besteht aus unendlich vielen Geraden, die
selbst unendlich klein sind.

3. Eine Figur, die zwischen zweil Ordinaten, der Differenz
derAbszissen und dem unendlich kleinen Stiick einer beliebigen
Kurve enthalten ist, wird als Parallelogramm betrachtet ["*].

,\};0/'/10{/»&[{ :
Yol 2

Dreatc
Coeet fwcw
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Differentialquotient und Ableitung

f(x+dx)—f(x)
dx '

a) Erlautern Sie kurz Bedeutung des Differentialquotienten

Verwenden Sie dazu geeignete Skizzen und Fachbegriffe.
b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Differentialquotienten die Ableitungsfunktion zur Funktion
f(x)=42x.
Eigenschaften von Funktionen und ihren Graphen

In Material 1 zeigt die erste Reihe die Graphen von vier Funktionen, die zweite Reihe zeigt die
Ableitungsgraphen der Funktionen (nicht geordnet).

c) Ordnen Sie begriindet den Funktionsgraphen die jeweiligen Ableitungsgraphen zu.

|
AY Rectimmen Sie die Fxtremstellen der Finktion f(x )Z—X3—2 X2+6X Frmitteln Sie mit dem
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... und jetzt weiter wie bisher auch ...
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» Einfuhrung des Integrals Uber die Betrachtung von
Gesamtanderungen (Produktsummen; als Gesamtbilanzen
oder auch Flachenbilanzen) -> Integralfunktionen

» Betrachtung von Problemen / Anwendungsaufgaben, die auf
solche Bilanzen fihren

» Integrale als Funktionswerte von Integralfunktionen
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Aufgabe 4: Was zu beweisen ware ...

a) Zu einer Funktion f(x) sind zwei Integralfunktionen 1,(x) und I,(Xx) angegeben, wobei

azb gilt. Zeigen Sie allgemein, dass sich die beiden Integralfunktionen nur um eine
additive Konstante unterscheiden.

b) Wie auch im Unterricht schon bewiesen gilt fur eine Funktion f(x) und eine beliebige zu
f(x) gehérige Integralfunktion 1,(x) der Zusammenhang (I,(x)) =f(x) .

Erlautern Sie den folgenden Beweis dieses Zusammenhangs (z.B. auch im Vergleich zu
dem im Unterricht gefuhrten Beweis):

“Da -Q auo, Lee etg il

N
[ x; wwlsfj b\aqu,Jwe,;A
uowz\ra— lﬂ[} ( }‘”’
Rasasises i x Qo
5(/ A - L T=
N T
id _d_(._f_ ~ @(}e/
s
Z > e A.
Y et A ?
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» Gegenuberstellung ,Nonstandard <-> Standard"” sollte an
zentralen Stellen erfolgen — so wird auch der
Grenzwertbegriff thematisiert (LP!)

» Wenn man von den hyperreellen Zahlen kommt, lasst sich
die Grenzwertlberlegung leichter erfassen — es werden die
Analogien betrachtet.

> Ubertragung auf andere Themenbereiche (Grenzmatrizen,

stochastische Konvergenz, usw.) klappt ebenso problemios.
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