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02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen

Wiederholung: 
Zahlenmengen und Zahlengerade

Ziele

• Natürliche Zahlen -> Negative Zahlen -> Rationale Zahlen

• Lücken auf der Zahlengerade bei N und Z; Q liegt „dicht“, denn zwischen a und b passt 
mindestens (a+b)/2 – also gibt es auf der Zahlengerade keinen Platz mehr: jeder Punkt 
dort stellt eine rationale Zahl dar – oder vielleicht nicht???

• Jede Bruchzahl ist auf der Zahlengerade (unabhängig vom Maßstab) exakt 
einzeichenbar (ggf. Hilfsgerade benutzen)!
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Arbeitsblatt



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Wiederholung

Aus dem Unterrichtsgespräch

• „Es passen zwischen a und b ganz viele rein, aber nicht unendlich viele.“

• „0,ത9 ist auch fast 1 und dann ist es auf einmal 1. Also passt da nichts mehr 
dazwischen – oder doch?“

• „𝜋 hat auch unendlich viele Nachkommastellen und muss ja irgendwo auf der 
Zahlengerade liegen, denn es ist ja definitiv zwischen 3,1 und 3,2. Das wissen wir ja.“
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Weiterführung: 
Die Diagonale d im Einheitsquadrat

Arbeitsblatt



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Diagonale d im Einheitsquadrat

Aus dem Unterrichtsgespräch (wie gewohnt…)

• A = 4 * halbes Quadrat = 2 * Quadrat = 2 * 1² = 2

• d ≈ 1,4 (durch Messung und ggf. Umrechnung des Maßstabs)

• L: „Lässt sich das genauer angeben?“ 

• SuS: „Wie meinen Sie das?“

• L: „Welche Bedeutung hat denn d in der Abbildung?“

• SuS: „Seitenlänge des roten Quadrats.“

• L: „Und was bedeutet das für die Länge von d?“

• SuS: „d² muss 2 sein!“

• L: „Dann versucht doch mal, d noch genauer als Bruch oder Dezimalbruch       
anzugeben!“



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Diagonale d im Einheitsquadrat

Aus dem Unterrichtsgespräch (wie gewohnt weiter…)

• SuS suchen diese Länge mit verschiedenen Ansätzen und bilden z.B. zu 1,41 
und 1,42 sowie 1,414 und 1,415 die zugehörigen Quadratzahlen.

• SuS: „Vermutlich müssen wir nur lange genug probieren – vielleicht auch 
besser mit gewöhnlichen Brüchen - bis es dann irgendwie passt…“ 



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Diagonale d im Einheitsquadrat

Aus dem Unterrichtsgespräch (anders als gewohnt weiter…)

• L: „Also gut! Wir suchen also eine Zahl, d.h. allgemein einen Bruch 
b

a
, der 

quadriert 2 ergibt. Also 
b

a

2
= 2 oder  b2 = 2a2 = a2 + a2. 

Oder anders ausgedrückt: Wir suchen zwei gleich große Quadrate, 

die zusammen so groß sind wie ein drittes größeres Quadrat – richtig?“

• SuS: „Ja, so kann man es auch sehen…“

• L: „Mit diesem Problem, der „Quadratverdoppelung“, haben sich schon zwei 

alte Griechen vor vielen Jahren beschäftigt, Alpheios und Diokles. Lasst uns 

deren Diskussion mal nachverfolgen.“

Alpheios und Diokles nach der Vorlage in: https://mathematik.bildung-rp.de/fileadmin/user_upload/mathematik.bildung-

rp.de/Sinus_und_Sinus-Transfer/2.11_Quawu-Irrationalitaet.pdf
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Problem der Quadratverdoppelung
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Fragen zum Zwiegespräch zwischen Alpheios und Diokles
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Das Zwiegespräch und seine Bedeutung für die Länge d
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Das Zwiegespräch und die Resonanz in der Presse… ;-)        



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Problem der Quadratverdopplung

Aus dem Unterrichtsgespräch zum Zeitungsartikel 

• „Die sichtbare Länge lässt sich nicht mit ´mathematischen Zahlen` 
beschreiben, die wir heute kennen!“

• „Ist dieselbe Lücke eigentlich auch im negativen Bereich?“

• „Lücke in der Zahlengerade bedeutet doch Lücke im System!?“

• „Die Lücke schockiert mich nicht; muss ja so Zahlen wie 𝜋 geben! Es gibt 
vermutlich ein paar solcher Zahlen, aber nicht viele…“

• „Aber bestimmt gibt es auch noch an anderen Stellen solche Lücken. Also nicht 
bei 4 oder 9, aber bei 3 oder so… - irgendwie sind die Lückenzahlen so `Fast-
Zahlen`“



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Problem der Quadratverdopplung

Vertiefung des Unterrichtsgesprächs zum Zeitungsartikel

• Alles ist Zahl: Rückblick auf Zahlbereichserweiterungen, N->Z->Q 
unproblematisch, aber jetzt reichen unsere bisherigen Zahlen nicht mehr aus…

• Mathematik ist am Ende: Erschütternde Probleme. Deshalb sind intensive und 
neue Überlegungen nötig!

• Aufgabe: 

Max Schlaumeier behauptet: „Ich kann jede Zahl als Punkt auf der 
Zahlengerade darstellen. Dann stellt  auch umgekehrt jeder Punkt auf der 
Zahlengerade eine Zahl dar!“ 

Was meinst du zu dieser Behauptung? 
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Schüleräußerungen zu Max Schlaumeier

• „Falsch! d ist doch eine Loch, eine Lücke auf der Zahlengeraden!“

• „Aber man kann die Lücke als Zahl sehen, als Lückenzahl!“

• „Die Lückenzahl ist da, aber man kann sie nicht mit unseren Zahlen 
darstellen!“

Und weiter:

• „Die Zahl gibt es bisher noch nicht. Wir müssen sie erfinden…“

• „Warum sollen wir eine Zahl suchen, von der wir wissen, dass es sie nicht gibt, 
nur um herauszufinden, dass es sie nicht gibt?“

• „Wir wollen diese Zahl doch gerade erfinden!“
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Auffinden/ Erfinden einer neuen Zahl 

Gruppenarbeitsaufträge zum Zeitungsartikel



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Auffinden (Erfinden) einer neuen Zahl

Schüleräußerungen zu 1) Was muss diese geeignete, neue Zahl leisten?

„Die Zahl soll… 

• … die Lücke ersetzen!“ 

• … quadriert 2 ergeben.“

• … die Länge von d darstellen!“

• … soll sich als Bruchzahl darstellen lassen… Häh? Ähm. Nee, ja gerade nicht! 
Aber sie soll auf jeden Fall zwischen zwei Bruchzahlen passen.“

• … soll Lücke füllen und sich ins System einfügen, d.h. dass es zum Beispiel     
2 + ‚die Zahl‘ auch geben muss.“



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Auffinden (Erfinden) einer neuen Zahl

Schüleräußerungen zu 2) Wie soll sie heißen?

• „d“

• „Lückenzahl“

• „i, … als Inspiration von Pi“

• „Hildegard“

• „Name muss die konkrete Stelle/Lücke klar benennen“

• „ 2"
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Schüleräußerungen zu 3) Wie lässt sich diese bisherige Zahl in unsere 
Zahlen „integrieren“? An welche Regeln soll sie sich dann halten?

„Die neue Zahl…

• …sollte ins Zahlensystem passen, es nicht durcheinander bringen.“

• … soll sich zwischen Bruchzahlen eingliedern lassen.“

• … sollte alle mathematischen Regeln befolgen.“

• „KG, AG, DG sollen gelten.“

• „Man soll mit ihr rechnen können (+,-,*,:) und Punkt vor Strich soll gelten.

• „Sie soll endlich sein. (Wird scheitern…)“
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Schüleräußerungen zu 4) Welche weiteren Fragen stellen sich dabei?

• „Gibt es dieselbe Lücke auch im negativen Bereich? Also quasi  -‚die 
Lückenzahl‘?“

• „Trifft man, wenn man mit der Lückenzahl rechnet, auf weitere Lückenzahlen 
oder auf richtige?“

• „Gibt es weitere Lückenzahlen? Ich denke schon, z.B. die Zahl, die quadriert 3 
ergibt?“

• „Müsste ja so sein, vielleicht genauso viele Lückenzahlen wie echte Zahlen…?“
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Anknüpfen an die Gruppenarbeitsergebnisse

Ihr habt gefordert, 1) dass die neue Zahl „die Lücke schließen“ muss. Die Idee ist 
nicht ganz neu…
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Und weiter…

Vertiefung? Am Nachmittag.
Quelle: Thomas Bedürftig
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Weitere Anknüpfung an die Gruppenarbeitsergebnisse

Ihr habt gefordert, 2) dass die neue Zahl die konkrete Lücke klar benennt. Wir vereinbaren:

Üblich als Name ist 2 („Wurzel aus 2“ oder kurz „Wurzel 2“).

Also: 2 ist die positive Zahl, die quadriert 2 ergibt.

Die Menge, in die jetzt 2 mit aufgenommen wird, nennen wir Q( 2).

Klärung der Frage: Auch (- 2) ergibt quadriert 2, aber eine Zahl muss eindeutig 
festgelegt sein.
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Rechnen in Q( 𝟐)

Weitere Anknüpfung an die Gruppenarbeitsergebnisse

Ihr habt gefordert, dass sich 3) die neue Zahl an bestehende Regeln halten muss, die 

bereits für die alten Zahlen gelten, d.h. wir müssen auch in Q( 2) rechnen können, also 
addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren.

Treffen folgende „Zahlen“ ebenfalls auf eine Lücke der Zahlengerade oder nicht?

a) 1 + 2 b) 1 - 2 c) 3∙ 2 d) 3 + 4∙ 2 ?
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Lösung an der Zahlengeraden   
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Übungen zum Rechnen in Q ( 𝟐)
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… und weiter:
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Rechnen in Q( 𝟐, 𝟑) und in Q( 𝟐, 𝟑, 𝟓,…)

Weitere Anknüpfung an die Gruppenarbeitsergebnisse

Offen war in 4) noch, ob es neben 2 noch weitere Wurzeln gibt.

• Q( 3): analoges Vorgehen – mit der einen Lücke bei 3 findet man erneut unendlich viele 
neue Lücken – z.B. bei 1 + 3 oder 5∙ 3 - die als neue Zahlen erfunden werden müssen 
(immer noch Platz auf der alten Zahlengeraden, obwohl doch alles „dicht“ liegt!?)

• Erweiterung auf Q( 2, 3) und dann auf Q( 2, 3, 5) usw.

• Verallgemeinerung auf weitere Wurzeln (immer noch Platz auf der Zahlengeraden…): 

Für a ≥ 0 ist 𝒂 die nicht-negative Zahl, die quadriert a ergibt.
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Veranschaulichung
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Aus dem Unterrichtsgespräch zur „neuen“ Zahlengeraden

• „Hähh? Lücke mal Lücke kann doch keine Zahl ergeben!“  

… und dann später: „Ich glaube nicht mehr an die Zahlengerade!“

• „Zahlengerade macht immer noch Sinn; ein paar Zahlen gibt es darauf halt nicht…“

• „Aber es gibt ja unendlich viele Lücken… und unendlich viele Zahlen – also etwa gleich 
viele… - oder?“

• „Natürlich gleich viele! Es sind ja beide unendlich – also auch gleich viele! Die 
Zahlengerade macht noch Sinn, auch mit unendlich vielen Lücken, damit man 
veranschaulichen kann, wo die Zahlen liegen und auch sagen kann, welche größer und 
kleiner sind…“

• „Es gibt verschiedene Unendlichkeiten! Ich hab mal so was gehört. Das hat irgendwie was 
mit Macht zu tun, oder so. Das Unendlich von den Lücken ist größer als das Unendlich 
von den rationalen Zahlen!“

• „Ich bin gerade ganz durcheinander. Irgendwie seit es um unendlich geht…!“
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Ordnen und Vereinfachen – Terme mit 
Quadratwurzeln

• Produkte von Wurzeln

• Quotienten von Wurzeln

• Teilweises Wurzelziehen

• Ausmultiplizieren

• Ausklammern…

… alles weiter wie gehabt.   - Oder doch nicht? Impuls am Nachmittag.
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Überprüfungen

Auszug aus der Klassenarbeit

Theoretischer Teil

5. Erinnere dich an die alten Griechen: Alpheios hat Diokles überzeugt, dass eine 

Quadratverdoppelung nicht möglich ist. 

a) Welche Auswirkung hat dies für d (die Länge der Diagonale im Einheitsquadrat)?

b) Erkläre die Idee des von Alpheios geführten Beweises (keine Einzelheiten!).

c) Nach der Erkenntnis von Alpheios und Diokles geriet die Mathewelt ins Wanken. Als 

Mitglied des Clubs „Mathe-forever 8e“ sollst du eine kurze begründete Erklärung für die 

Zeitung abgeben, ob 2 überhaupt eine Zahl ist. 

Welches Statement könnte man am nächsten Tag von dir in der Zeitung lesen?
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Schülerlösungen
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Weitere Schülerlösungen



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Überprüfungen

Auszug aus der Nachschrift

5. Theoretischer Teil

a) Was meint der Mathematiker, wenn er sagt: „Die rationalen Zahlen liegen 

dicht.“?

b) Trägt man die rationalen Zahlen auf der Zahlengerade Q ein, so gibt es dort 

Lücken. Wie passt das zur Aussage in a)?

c) Tilda behauptet: „ 2 ist keine Zahl!“ Fritz hält dagegen: „Das kann man so 

nicht sagen…“

Wie könnte dieser Dialog weitergehen?
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Schülerlösung
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Gründe für die Durchführung der UR 
in der vorgestellten Form 

 Blick über den schulischen „Tellerrand“ in die Mathematik.

 Irrationale Zahlen sind rein künstliche Gebilde.

 Zahlbereichserweiterung von Q zu R läuft nicht glatt wie bei N -> Z -> Q: reine 
Theorie! Deshalb auch theoretischer Einstieg statt künstlicher Sachaufgaben bei der 
Einführung. 

 „Erfinden“ (Definieren) ist ein mathematisch legales Prinzip.

 Mathematik ist eine theoretische Wissenschaft (Geisteswissenschaft), keine 
Naturwissenschaft!

 Die SuS in Klasse 9 befinden sich auf dem Stand der Pythagoreer („Alles ist Zahl“), 
deren mathematisches Weltbild auf ähnliche Weise zerbricht…
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Weitere Gründe

• Die vertraute Zahlengerade zu Q erfährt eine völlig neue (erschütternde) Sichtweise: 
Obwohl „dicht“, ist sie nahezu leer, sie enthält fast nur Lücken! 

• Taschenrechner hat seine Grenzen und man darf ihm nicht alles „glauben“…

• Näherungswerte für irrationale Zahlen sind wirklich nur solche – genaue Angaben nur 
möglich durch die für sie erfundenen(!) Namen.

• Zahl(en) -gefühl…       



28./29. Januar 2019Einführung Reelle Zahlen

Unser Fazit

Es lohnt…

... insbesondere für die pfiffigen Schülerinnen und 
Schüler, die gewinnbringende Erkenntnisse erlangen,

… was sich eventuell auch erst irgendwann später 
zeigen wird –

… und man lernt auch als Lehrkraft immer noch selbst 
dazu! ☺
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Zum Weiterdenken…

Wo genau liegt die 1?
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Lösung:

Erstaunlich: 1 erscheint hier als Lücke!
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Und weiter:

Wo genau liegt die 0?  
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Lösung:

(Nicht mehr ganz so) erstaunlich: 0 erscheint hier als Lücke!
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Aus dem Lehrplan



02. Dezember 2022Einführung Reelle Zahlen / Lehrplan

Und weiter…
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… und weiter…
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… und weiter…
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… und weiter:


