
Nichtstandardanalysis



Motivation

• Grenzwertbegriff entfällt
• Hyperreelle Zahlen kommen den intuitiven

Vorstellungen der SuS entgegen
• Regeln können errechnet werden (und müssen

nicht erst erraten und dann bewiesen werden)
• knüpfen an die historischen Wurzeln der

Entstehung der Analysis an

(Baumann; Kirski)



Unterrichtsgang

Zugang über:

- Mittlere zur momentanen Änderungsrate 
→ Badetag

- Sekanten- zur Tangentensteigung → Krater



! " = 0,002"'







https://www.geogebra.org/m/VNbhnUtq

https://www.geogebra.org/m/VNbhnUtq


1 > 0$,9?
• 0,999… = 0, *9 = +

+ = 1
• Man findet keine reelle Zahl, die man zwischen 0, *9 und 1 „setzen“ 

kann.
• SuS: „Mathematisch ist 0, *9 = +

+ = 1, da man aber unendlich viele 
9er Stellen hintendran stellen kann, ist diese Zahl immer kleiner als 
1.“ (Bedürftig)
Bauer: 72 % aller Schüler

50 % aller Studierenden nach Ana I und II
→ Unvollkommenheit der Zahlenfolge 0,9; 0,99; 0,999; … 
→ Unverständnis des Grenzwertbegriffs / Kluft zwischen     

Grenzwert und Zahlenfolge

• ⟶ Entgegenwirken durch Zahlbereichserweiterung
• ⟶ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ 3 (in Literatur auch oft ∗ℝ) (hyperreelle 

Zahlen)



Definition:
Jede Folge reeller Zahlen ist die Darstellung einer HYPERREELLEN
ZAHL ( ).



Vergleich erfolgt gliedweise:

Bsp.: 2; 2; 2;… > (1; 1,4; 1,41;…)

Rechnen erfolgt gliedweise und analog zum
Rechnen mit reellen Zahlen.



1 > 0, %9?



Jede (finite) hyperreelle Zahl ! lässt sich aus einer reellen Zahl 
und einer Infinitesimalzahl zusammensetzen:



- Rechentabellen



Rückgriff: Ausgangsproblem



Die Steigung des Graphen in einem Punkt entspricht der Steigung der Tangente
an den Graphen in diesem Punkt.
Ein Graph besitzt genau dann in einem Punkt eine Tangente, wenn er bei
Vergrößerung mit einem infiniten Faktor als Gerade erscheint. Funktionen, deren
Graphen diese Eigenschaft besitzen, nennt man DIFFERENZIERBAR.

Zwei infinitesimal benachbarte Punkte P und Q unterscheiden sich in x-Richtung
um einen infinitesimalen Wert, den man Differential nennt und mit !" bezeichnet
(historisch). Entsprechend unterscheiden sich die zugehörigen y-Werte um das
Differential !# = !%. Ist &' ≠ 0, so kann man zur Berechnung der Steigung den
DIFFERENTIALQUOTIENTEN aufstellen: *+*, =

*-
*,.

. = / 300 − /(300 − 3)
300 − (300 − 3) = 0,002 7 3008 − 0,002 7 300 − 3 8

3 = 1,23 − 0,00238
3 = 1,2 − 0,0023 ≈ 1,2

⟹ Das Fahrzeug kann den Kraterrand nicht erreichen.



Ist eine Funktion an einer bestimmten Stelle
differenzierbar, so besitzen dort alle möglichen
Differentialquotienten denselben reellen Teil. Diesen
reellen Teil aller Differentialquotienten an einer
bestimmten Stelle ! nennt man die 1. Ableitung der
Funktion an dieser Stelle und schreibt "′(%).



Ausblick

! " = "$
%&
%' =

& '(%' )&(')
%'

= ',($'%'(%',)',
%'

= 2" + /"
≈ 2" = !1(")

kein Variablenwechsel mehr notwendig

Quelle: http://users.minet.uni-jena.de/~bezi/Materialien/wieczorek100215_nonstandAnalysisNEU.pdf, 08.10.2017

http://users.minet.uni-jena.de/~bezi/Materialien/wieczorek100215_nonstandAnalysisNEU.pdf


Ausblick
Summenregel: ! " = $ " + ℎ(")
)*
)+ =

, +-)+ -. +-)+ /, + /.(+)
)+

= , +-)+ /, +
)+ + . +-)+ /.(+)

)+
≈ $1 " + ℎ′(")

Produktregel: ! " = $ " 3 ℎ " ; $, ℎ 67879$ :9!!1;<=

)(,3.)
)+ = ,-), 3 .-). /,3.

)+
= ,3.-,3).-.3),-),3)./,3.

)+
= $ 3 ).)+ + ℎ 3

),
)+ +

),3).
)+

≈ $ 3 ℎ1 + ℎ 3 $′

Vereinfachung: $ " ≔ $; ℎ " ≔ ℎ

keine „Kunstgriffe“ nötig



Ausblick
Verhalten gebrochenrationaler Funktionen im
Unendlichen und an Definitionslücken

! " = $%&'(%
%& ;        ! Ω = $*&'(*

*& = $*&
*& +

(*
*& = 3 + (

* ≈ 3

. " = %&/(%/$
%/$

. 3 + 0 = 1'23'3&/2/(3/$
3 = 43'3&

3 = 4 + 0 ≈ 4

ℎ " = %&
%/(

ℎ 2 + 0 = ('3 &

('3/( =
4'43'3&

3 = 4
3 + 4 + 0 = Ω

ℎ 2 − 0 = (/3 &

(/3/( =
4/43'3&

/3 = − 4
3 + 4 − 0 = −Ω



Bisherige Erfahrungen

Quelle: http://users.minet.uni-jena.de/~bezi/Materialien/wieczorek100215_nonstandAnalysisNEU.pdf, 08.10.2017

http://users.minet.uni-jena.de/~bezi/Materialien/wieczorek100215_nonstandAnalysisNEU.pdf


Lehrplan: Grenzwerte


