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Zum Inhalt

Die wesentliche Basis des herkémmli-
chen Analysisunterrichts ab der 11.
Jahrgangsstufe ist der Grenzwertbe-
griff. Er ist aber - zumindest fir viele
Schiiler/innen - auch das Hauptpro-
blem. Viel Unterrichtszeit wird zu sei-
ner Einfilhrung und Verankerung in
den Képfen verwendet, um ihn schliefR-
lich bei der Anwendung der vergleichs-
weise einfachen Ableitungs- und Inte-
grationsregeln eigentlich gar nicht
mehr zu benétigen. Hier bietet das

Rechnen mit unendlich kleinen und
unendlich grofien Zahlen eine weittra-
gende Alternative. Der Umgang mit
diesen Teilmengen des Korpers der
sog. hyperreellen Zahlen IH, einer Er-
weiterung des reellen Zahlenkorpers
IR, geht schon auf die ,Viter der Infini-
tesimalrechnung” zurtick, war aber in
der Mathematik lange Zeit nicht Ge-
genstand der Forschung. Dagegen rech-
neten beispielsweise Physiker schon
immer mit infinitesimalen Zahlen.

Der folgende Unterrichtsgang befafst
sich mit der Differential- und Integral-
rechnung. Im Gegensatz zur ,Grenz-
wert-Analysis“ ergeben sich hier alle
bekannten Regeln der Differential-
und Integralrechnung durch einfaches
Rechnen, wodurch sich eine betrdchtli-
che Beschleunigung ergibt, die wieder-
um Raum fiir Anwendungen und Ver-
tiefungen freisetzt.

Didaktische Uberlegungen

Bei der Einfithrung der Differential-
rechnung ist die starke graphische Un-
terstiitzung fiir das Verstdndnis we-
sentlich. Das gilt auch fiir den Zugang
Uber hyperreelle Zahlen. Deshalb sind
Folien ein wichtiges Hilfsmittel.

Der Unterrichtsgang beginnt mit einer
Betrachtung von Vergréfierungen geo-
metrischer Figuren, insbesondere des
Kreises. Dazu gehoren schlieflich auch
infinite, also unendlich starke Ver-
grofierungen. Diese sind den Schiiler-
innen und Schiilern, bezogen auf die
Zahlengerade, von der Einfithrung
hyperreeller Zahlen her bekannt. Infi-
nitesimal benachbarte, d.h. unendlich
dicht beieinander liegende, Zahlen
werden erst dadurch graphisch von-
einander unterscheidbar.

Eine entsprechende Uberlegung fiihrt
dazu, dafy infinitesimal benachbarte
Punkte auch bei Kreisen nur durch infi-

nite Vergrofserung getrennt zeichen-
bar sind. Wichtiges Ergebnis ist dann,
dafy bei allen Vergroferungen Gera-
den und Winkel als solche erhalten
bleiben. Dagegen erscheinen Kreisbo-
gen immer gestreckter, je stirker man
sie vergrofiert. Bei infiniter Vergrofie-
rung ist schliefflich zu erwarten, dafy
man sie nur noch als Gerade zeichnen
kann. Sie wédren somit von der Tangen-
te nicht mehr zu unterscheiden, eine
Vermutung, die liber den Hohensatz
am rechtwinkligen Dreieck bewiesen
wird.

Diese Betrachtungen iiber Vergrofie-
rungen erfolgen mit Unterstiitzung ei-
niger Folien, die gleichzeitig der Moti-
vation dienen. Zur Ergebnissicherung
schliefdlich wird ein Arbeitsbogen ein-
gesetzt.

Fir infinite Vergrofierungen von Funk-
tionsgraphen wird hier ein wichtiges

Zwischenergebnis erhalten: Strecken
mit infinitesimaler Ldnge sind nur in
derselben Vergrofierung darstellbar,
wenn der Quotient ihrer Ldngen weder
infinit noch infinitesimal ist.

Die den Schiilerinnen und Schiilern
aus vorhergehenden Schuljahren be-
kannten Begriffe Kreis und Tangente
und ihre neuartige Darstellung bei in-
finiter VergrofRerung legen schliefRlich
nahe, auch bei anderen Kurven Tan-
genten zu definieren. Hier werden die
soeben am Kreis gewonnenen neuen
Erkenntnisse direkt iibertragen. Am
Ende der Uberlegungen stehen die De-
finition der Kurventangente, der Kur-
vensteigung und des Begriffs der Diffe-
renzierbarkeit.

An dieser Stelle erfolgt die Einfithrung
der in der Analysis tiblichen Begriffe
und Schreibweisen. Der Unterschied
zur , Grenzwert-Analysis“ besteht dar-
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in, daf} die Differentiale dy und dx hier
tatsdchlich Zahlen sind, mit denen ge-
rechnet wird. Auch der Begriff ,,Qubti-
ent” bei zwei Differentialen ist nicht
nur eine Entlehnung, sondern er ergibt
sich rechnerisch. Deswegen lautet die
Sprechweise ,dy durch dx“ und nicht
»dy nach dx“.

Nun ist es also moglich, Steigungen der
Normalparabel an festen reellen Punk-
ten direkt zu berechnen. Dazu erwei-
tert man zundchst die Funktion ins
Hyperreelle und vergréfiert am zu un-
tersuchenden Punkt P mit einem infi-
niten Faktor. Dort erscheint die Nor-
malparabel als Gerade, wobei alle an-
deren Parabelpunkte in jedem endli-
chen Ebenenausschnitt infinitesimale
Nachbarn von P, also nicht reell sind.
Die Steigung der Verbindungsgeraden
zweier solcher infinitesimal benach-
barter Kurvenpunkte lafdt sich berech-
nen, sie ist eine hyperreelle Zahl. Allen
solchen Steigungen ist jedoch eines ge-
meinsam: sie besitzen denselben reel-
len Teil. Dieser wird als die (reelle)
Steigung der Parabel, die in dieser Ver-
groflerung von einer echten Geraden,

d.h. der reellen Tangente, zeichnerisch
nicht zu unterscheiden ist, definiert.
Im ndchsten Schritt wird die 1. Ablei-
tung als eine Funktion erkannt. Das bis
dahin mehrfach fiir konkrete x-Werte
durchgefiihrte Verfahren wird nun fiir
die Variable x wiederholt und die 1.
Ableitungsfunktion als geschlossener
Term errechnet.

Eine Ubungsphase zur Berechnung
von Ableitungsfunktionen fiihrt zur Po-
tenzregel, die als erste Ableitungsregel
hergeleitet wird. Darauf folgen mit
Identitdts-, Konstanten-, Summen- und
Faktorregel die wichtigsten Ableitungs-
regeln fiir den Einfithrungsunterricht.
Ihr Beweis kann den Schiilerinnen und
Schiilern als Ubung tberlassen wer-
den, auch arbeitsteilige Gruppenar-
beit ist hier ein sinnvolles Vorgehen.
Dariiberhinaus ist das nun eingefiihrte
Verfahren zur Bestimmung anderer als
ganzrationaler Funktionen geeignet.
Deshalb werden anschliefend die Ab-
leitungsfunktionen der Wurzel-, der
Kehrwert- sowie der Sinus- und Kosi-
nusfunktion ermittelt. Die Ableitungs-
bestimmung der Winkelfunktionen

Voraussetzungen/Lernziele

Neben Grundkenntnissen tiber Funk-
tionen und ihre Graphen erfordert die-
ser Unterrichtsgang die Kenntnis des
hyperreellen Zahlenkérpers, seiner

Die Schiilerinnen und Schiiler

Veranschaulichung und der in ihm gel-
tenden GesetzmaRigkeiten, speziell
der Zerlegbarkeit (finiter) hyperreeller
Zahlen in einen reellen und einen infi-

geht dabei liber bisherige Verfahren
hinaus, da sie graphisch erfolgt. Erst
danach werden Produkt- und Kettenre-
gel hergeleitet, da ihre Einfiihrung erst
dann Sinn macht, wenn andere als
ganzrationale Funktionen auftreten.

Bei der Verwendung hyperreeller Zah-
len kénnen die Aussagen der Differen-
tialrechnung algebraisch hergeleitet
werden, ohne dafd schon vorher eine
Vermutung uber die gesuchte Regel
vorliegen muf3. Daher stehen hier im
allgemeinen die mathematischen
Lehrsitze am Ende eines Gedanken-

ganges.
Hyperreelle Zahlen sind auch zur Be-
rechnung krummlinig begrenzter

Fléicheninhalte ein wichtiges Hilfsmit-
tel. Als Einfithrung der Integralrech-
nung werden Gedanken Archimedes’
zum Inhalt der Normalparabel aufge-
griffen. Daran schlief3t sich - nun aber
mit Hilfe infinitesimaler Zahlen - die
in der Schule tibliche Berechnung der
Fldiche unter der Parabel an. In vielen
Fallen dient dies der Motivierung des
Hauptsatzes der Analysis.

nitesimalen Anteil. Dazu sei insbeson-
dere auf ,Mathematik betrifft uns”
2/95 verwiesen, wo hyperreelle Zahlen
iber Folgen eingefiihrt werden.

*beschreiben, daf sich bei finiten Vergréflerungen Geraden und Winkel nicht verdndern und daf Kreisbogen

gestreckter erscheinen,

wissen, dafk Kreisbdgen bei infiniter Vergrofterung als Geraden erscheinen,
wissen, daf infinitesimale Strecken nur dann gleichzeitig zeichenbar sind, wenn der Quotient ihrer Lingen weder

infinit noch infinitesimal ist,

= wissen, daf eine Funktion an einer Stelle differenzierbar ist, wenn ihr Graph bei infiniter Vergrofterung dort als Gerade

erscheint,

wissen, daft am Beriihrpunkt die Steigungen von Graph und Tangente iibereinstimmen,
berechnen die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = x2 an einer festen Stelle x,,
berechnen die Ableitungsfunktionen von Potenzfunktionen,
leiten Potenz-, Identitdts-, Konstanten-, Faktor- und Summenregel der Differentialrechnung her,
bestimmen die Ableitungsfunktionen der Wurzel- und der Kehrwertfunktion,
leiten die Sinus- und die Kosinusfunktion ab,

ermitteln Produkt- und Kettenregel der Differentialrechnung,

bestimmen mit einer heuristischen Methode durch Anwenden des Hebelgesetzes den Fldcheninhalt eines

Parabelsegments,

berechnen den Inhalt der Fldche unter der Normalparabel,
berechnen den Inhalt der Fldche unter der Parabel mit f(x) = kx2.
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Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase

AR e
Einstieg/Anknipfung an Bekanntes

VERGROSSERUNGSTECHNIK

M 1.1 Funktionsgraphen bei verschiedenen Vergrofierungen

Bei der Darstellung von Funktionen kann man den Ausschnitt sowie die Teilung der Achsen frei | LV, UG
wdhlen. Durch geeignete Wahl dieser Parameter sollen das Wesentliche eines zu untersuchenden
Sachverhalts fiir den Betrachter sichtbar und die Schluf3folgerungen nachvollziehbar sein.

Erarbeitung

M1.2 Finite (endliche) Vergrofierungen

Satz 1 (von den finiten Vergrofderungen): UG
a) Winkelgrof3en bleiben erhalten.

b) Geraden bleiben Geraden.

c) Je grofRer der Vergroflerungsfaktor ist, desto stirker erscheint ein Kreisbogen gestreckt.

Einsatz der Folie 1 zu endlichen Vergréfierungen: Die Folie zeigt ein kartesisches Koordinaten- | Folie 1
system in drei verschiedenen Mafistdben und Ausschnitten.

Transfer
M13 Infinite (unendliche) Vergrofderungen
Satz 2 (von den infiniten Vergrofderungen): UG

a) Winkelgrofen bleiben erhalten.

b) Geraden bleiben Geraden.

c) Kreisbégen werden infinit gestreckt, werden somit zu Geraden und sind von der Tangente an
den Kreis nicht mehr zu unterscheiden.

Einsatz von Folie 1 zu infiniten Vergrofierungen Folie 1

Verallgemeinerung

M1.4 Infinitesimale Gréf3enordnungen

Satz 3 (von den infinitesimalen Grofdenordnungen): UG
Zwei infinitesimale Grofien sind nur dann bei gleicher Vergréfierung mit finiter Linge zeichen-
bar, wenn ihr Quotient weder infinit noch infinitesimal ist.

Die Tabelle aus dem Materialteil (M 1.4) ist als Kopiervorlage zur Folienherstellung geeignet.
Aufgabe

Was kann tiber die zu zeichnenden Streckenléingen a und h gesagt werden, wenn man noch ein drit-
tes Mal infinit vergroBert?

Losung: h und a sind beide infinit lang.

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgespréach 3
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M Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase A

TANGENTE AN EINER PARABEL

Erarbeitung

M21 Zeichnerische Bestimmung der Tangente

Graphen differenzierbarer Funktionen UG
Erscheint der Graph einer (hyperreell erweiterten) Funktion bei infiniter Vergréfserung als eine Ge-
rade, so besitzt ihr Graph in normaler Darstellung in diesem Punkt eine Tangente. Die Bilder von
Tangente und Kurve stimmen bei dieser Vergréfierung iiberein. Man sagt, die Funktion ist an dieser
Stelle differenzierbar. Ist dies an allen Punkten eines Graphen der Fall, so heit die gesamte Funkti-
on differenzierbar.

Der obere Teil der Folie 2 zeigt den Graphen von f(x) = x2 mit dem Punkt P = (2; f(2)) in ,normaler” | Folie 2
Vergroflerung, daneben ein Koordinatenkreuz mit P, allerdings nicht bis zum Ursprung durchge-
zeichnet, sondern jeweils mit Liicken zur Andeutung der infiniten Entfernung bis dorthin.

Folie 2 (unterer Teil): In der infiniten Vergréflerung ist eine Gerade durch P mit der Steigung 4 ab-
gebildet, auf der der weitere Punkt Q = (2 + 0; (2 + 00)2) eingezeichnet ist. Auf den Achsen sind auch
die Stellen x =2 + o.und y = 4 + 40. vermerkt.

Ergebnissicherung

Die Steigung eines Graphen: EA/PA
Die Steigung des Graphen einer rellen Funktion in einem Punkt P stimmt mit der Steigung ihrer Tan-
gente in diesem Punkt tiberein. Sie ist gleich dem reellen Teil des Anderungsquotienten fiir zwei in-
finitesimal benachbarte Kurvenpunkte ihrer hyperreellen Erweiterung. Vgl. mit M 2.1, Abb. 1, iden-
tisch mit Folie 2 (unterer Teil).

Aufgabe

Geben Sie den gesamten Vergroferungsfaktor an, mit dem a? sichtbar gemacht werden kann. Welche
Auswirkung ergibt sich fiir den Punkt Q?

Losung:
Der Vergrofierungsfaktor ist Lz ; Q kann dann aber nicht mehr in endlicher Entfernung von P
gezeichnet werden. a

M2.2 Die Leibnizsche Sprech- und Schreibweise

Die infinitesimalen Zahlen dx und dy nennt man Differentiale. Mit Differentialen kann man rech- | LV
nen. Bei der Division zweier Differentiale j—y (gesprochen dy durch dx) erhdlt man einen Diffe-
X

rentialquotienten.

M2.3 Berechnung der Steigung der Normalparabel im Punkt P

Besitzen alle Differentialquotienten in einem Punkt P = (x,; f(x,)) eines Funktionsgraphen densel- | UG, TA
ben reellen Teil, so nennt man ihn die Steigung des Funktionsgraphen von f an der Stelle x,, kurz

geschrieben f'(x,) = RT( % ), andernfalls nicht.

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
4 LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgesprach
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Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase

M24 Anwendung und Ubung
Aufgaben EA/PA,
Berechnen Sie die Steigung der Normalparabel f(x) = x2 fiir die folgenden Stellen x,, Verwenden Sie evtl. HA
dabei die Schreibweise der Differentialrechnung:
a) xp=3
b) x, =
) xp=0
d) x,=-1
Losungen:
a)f'(3)=6
b) f'(1) =2
c) f'(0) =0
d) f'(-1) =-2
zZu a) o
dx f(3 + dx) — f(3) 9 + 6dx + (dx)*-9 dx(6 + dx)
f(3) =RT( — ) =RT( —————— ) =RT =RT( ———=
=RT(6 +dx) =6
Die anderen Lésungen ergeben sich entsprechend.

ABLEITUNGSFUNKTION

Erarbeitung

M 3.1 Die Ableitungsfunktion zu f(x) = x2

Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x2 ergab sich an allen Stellen x, auf die gleiche Weise. Daher | UG/EA/
soll nun die 1. Ableitung fiir ein beliebiges x berechnet werden.

Ergebnissicherung

Satz 4 I
Die 1. Ableitung der Funktion f mit f(x) = x2 lautet f’ (x) = 2x.

Transfer und Ubung

M 3.2 Ableitung einfacher Potenzfunktionen

Aufgaben
Bestimmen Sie auch von folgenden Potenzfunktionen die 1. Ableitung als Funktion:
a) f(x) =x3 .
b) g(x) =x*

Losungen:

a) f'(x) =3x2
b) ¢’ (x) = 4x3

24 0) (x + dx)* - x3 x* + 3x%dx + 3x(dx)? + (dx)® - x°
f'(x)—RT( ) RT( ———=) =rT1( )
dx dx
dx(3x + 3x - dx + (dx)z)

= RT( ) =RT(3x2+3x - dx + (dx)?) = 3x2

dx
Die Losung zu b) ergibt sich entsprechend.

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgespréch 5
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M Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase A

EINFACHE ABLEITUNGSREGELN

Problematisierung/Erarbeitung

M4.1 Potenzregel

Satz 5 UG, TA

Sei f(x) = x" gegeben mit x € IR sowie n 22 und n € IN. Dann gilt f'(x) = n - x™1,

Ubung

M4.2 Identitdts- und Konstantenregel

Identitdts-, Konstanten-, Summen- und Faktorregel sollen die Schiilerinnen und Schiiler nun, mog-
licherweise arbeitsteilig, selbst errechnen.

Aufgaben EA/PA,
U Errechnen Sie die 1. Ableitungen folgender Funktionen: HA

a) f(x) =x

b) g(x) =cmitce R

e

Losungen: |
a) f'(x) =1 i
b) g'(x) =0

Lésungen analog zu den Aufgaben in M 3.2.

Weitere Ubung

M4.3 Summen- und Faktorregel

Aufgaben UG/EA/
Beweisen Sie die folgenden Scitze: PA, evtl.
Satz 6 HA

Sei die Summe zweier reeller Funktionen mit f(x) = g(x) + h(x) gegeben. Dann gilt fiir die 1. Ablei-
tung der Summe f'(x) = g’(x) + h’(x).

(Kurz: (f+g)'=f+g’)

Satz 7

Sei eine Funktion g mit einem konstanten reellen Faktor a multipliziert, also f(x) = a - g(x). Dann
lautet die 1. Ableitung f'(x) = a - g’(x). Der konstante Faktor bleibt also beim Bilden der 1. Ableitung
" erhalten.

Losung:
Satz 6: .
£ (x) = RT(d_X) = RT( f(x + dx) = f(x) ) =RT((g(x + dx) + h(x + dx)) - (g(x) + h(x)))
dy dx dx
= rr( (9(x + dx) — g(x)) (—;X(h(x + dx) — h(x)))

=RT( g(x + dx) — g(x)) +RT( h(x + dx) - h(x))
dx dx

=g'(x) + h'(x).
Lésung zu Satz 7 analog.

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
6 LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgesprach
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M Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase A

ABLEITUNGSFUNKTIONEN ANDERER FUNKTIONEN

Die bisherigen Regeln machen es méglich, jeweils die Ableitungsfunktion ganzrationaler Funktio-
nen, das sind Funktionen p mit Funktionsgleichungen der Form p(x) = a,x" +a,_; x*! +a,_, x"2
+...+ayx?+ a;x + g zu bestimmen. Es soll nun versucht werden, den reellen Teil der Differential-
quotienten bei anderen Funktionen und damit die Steigung ihrer Graphen zu ermitteln.

M 5.1 Ableitung der Wurzelfunktion

Satz 8 1 UG
Die Ableitung der Wurzelfunktion f: x — \/; , x> 0lautet f': x — T .
2+x

Mb.2 Ableitung der Kehrwertfunktion
Satz 9 1 1 UG
Die Ableitung der Kehrwertfunktion f:x — —, x# 0 lautet f': x — - —
X X
Aufgabe

Formulieren Sie die Aussagen der Sditze fiir die 1. Ableitungen der Wurzel- bzw. der Kehrwertfunktion
mit Hilfe von Potenzausdriicken mit rationalen Exponenten. Vergleichen Sie diese Formulierungen mit
der Potenzregel.
Losung:
1 2

1 1 1
f(x)= VX = x2= ()= —x 2= ——und
2 2Vx

8=

2

. 1
90 = L =x1= g'(0) = (-Dx2=-—

M 5.3 Ableitung von Sinus und Kosinus

Satz 10 UG
Die Ableitung der Sinusfunktion f: x — sin(x) lautet f': x — cos(x).

Aufgabe
Bestimmen Sie ebenfalls anhand der Zeichnung die 1. Ableitung der Kosinusfunktion. Beachten Sie
dabei, dal} cos (x + dx) < cos(x) gilt.

Losung:
f(x) =cos(x) = f'(x) = -sin(x)

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgesprach 7
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M Unterrichtsverlauf/Unterrichtsphase A

WEITERE ABLEITUNGSREGELN

Mit den bisherigen Regeln lassen sich zwar von vielen Funktionen die Ableitungsfunktionen
berechnen, allerdings erlauben sie nicht, z.B. Funktionen mit Funktionsgleichungen wie

f(x) =x - sin(x) oder g(x) = 4/sin(x) zu bestimmen. Im ersten Fall ist das Produkt zweier Funktio-

nen abzuleiten, im zweiten Fall sind Funktionen miteinander verkettet, d.h. auf x wird zundchst die
Sinusfunktion angewendet und vom Ergebnis wird dann die Wurzel gezogen.

M6.1 Produktregel

Satz 11 (Produktregel) UG

Fiir das Produkt zweier Funktionen f-.g mit f: x — f(x) und g: x — g(x) gilt (f - g)’(x) =
f(x) - g'(x) + ' (x) - 9(x).

M 6.2 Kettenregel

Satz 12 (Kettenregel) UG
Die Ableitung der Verkettungsfunktion f der Funktionen h und g mit f(x) = g(h(x)) lautet ' (x) =

9'(h(x)) - h'(x).
Aufgaben

Berechnen Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen:
a) f mit f(x) = x - sin(x)

b) g mit g(x) = +/sin(x)

Losungen:
a) f'(x) =1-sin(x) +x - cos(x)

cos(x)

b) g (x) = —F/—=
) g’ 2+/sin(x)

FLACHENINHALTSBERECHNUNGEN

M 71 Flicheninhalt eines Parabelsegments

Nach Archimedes wird eine Fldche als aus unendlich vielen Strecken von unendlich kleiner Breite
zusammengesetzt gedacht. Jede dieser Strecken steht wie bei einem physikalischen Hebel im
Gleichgewicht mit einer bestimmten Strecke eines Dreiecks. Folglich steht das ganze Parabelseg-
ment im Gleichgewicht mit diesem Dreieck. Daraus ergibt sich, daft das Segment der Parabel mit

4
f(x) = kx2 zwischen A (-a; ka?) und C(a; ka?) [a > 0] den Fldcheninhalt 3 ka3 besitzt.

Diese Uberlegung kann in einem physikalischen Experiment mit Hebel, Parabelsegment und Drei-
eck aus Pappe gezeigt werden (vgl. M 7.1, Abb. 1, im Materialteil).

Das hier benétigte geometrische Wissen des Archimedes kann als Ubung im Umgang mit Funk-
tionstermen erworben werden.

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
8 LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgespréach
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M72 Integration der Funktion f: x — x2 iiber dem Intervall [0; 1]

Der Fldcheninhalt unter der Normalparabel im Intervall [0; 1] betrégt ein Drittel des Einheitsqua-
drates. Das bestdtigt Archimedes’ Ergebnis, denn die rechte Hdlfte des Parabelsegments besitzt als
Flacheninhalt die restlichen zwei Drittel des Einheitsquadrates (vgl. M 7.2, Abb. 1, im Materialteil).

Aufgaben

Ubertragen Sie die Uberlegungen auf die Funktion f mit f: x — kx2, (k > 0)
I 1) im Intervall [0; b]

2) im Intervall [a; b]

Losungen:
zul) b
Wegen Q- dx =bsetzt mandx: = o b - o. Esgilt
Q
A =RT( 3 k(j - dx)2dx) = RT(k(dx)? z ) = RT( kble® 2T 1)6(29 * )
ji=1 j=1
b3
A(f) = k—.
® 3

zu 2)
Das Intervall [a; b] wird in Q Teilintervalle der infinitesimalen Lénge dx eingeteilt. Wegen Q - dx

b-a
=b-asetztmandx:= R = (b - a) - . Die Funktionswerte werden an den Unterteilungsstellen

X =a+j-dx berechnet.

Es gilt
Q Q Q Q
A(f)=RT(.21 k(a+j-dx)2dx) = k-RT(a2dx 2 1+2a-(dx)2 2J + (dx)? Z 12)
= =1 j=1 j=1

QQ+ 1)(2Q + 1))

=k-RT(a?-dx - Q+2a(b - a)2w? g

+ (b - a)33 -

Q- (Q+1)
2

_(b3 _ 03)

=k(az(b—a)+a(b—a)2+(b—a)3%) = l;

Legende zum Unterrichtsverlauf
M = Material, A = Arbeitsform, AB = Arbeitsblatt, CA = Computerarbeit, EA = Einzelarbeit, GA = Gruppenarbeit, HA = Hausaufgabe,
LV = Lehrervortrag, OH = Overheadprojektor, PA = Partnerarbeit, SV = Schiilervortrag, TA = Tafelanschrieb, UG = Unterrichtsgespréch 9
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Materialien

VERGROSSERUNGSTECHNIK

M 1.1

Funktionsgraphen bei verschiedenen Vergrofierungen

Zweck graphischer Darstellungen

Stellt man Funktionen graphisch dar, so kann man den Ausschnitt sowie die Teilung jeder Achse prinzipiell frei wihlen.
Durch geeignete Wahl dieser Parameter sollen das Wesentliche eines untersuchten Sachverhalts fiir einen Betrachter sicht-

bar und Schlufifolgerungen nachvollziehbar sein.

M 1.2

Finite (endliche) Vergrof3erungen

M1.3

Infinite (unendliche) Vergrofierungen

Die Folie zu M 1.2 zeigt ein kartesisches Koordinatensystem
in drei verschiedenen Mafstdben und Ausschnitten.

In der oberen Abbildung sieht man einen Kreis mit dem
Radius r = 5/2 um den Mittelpunkt M. Im Kreis ist ein pytha-
gordisches Dreieck ABC mit den bekannten Seitenléngen 3,
4 und 5 eingezeichnet. Die Hypotenuse ist gleichzeitig ein
Durchmesser des Kreises. Ferner ist die Tangente in A einge-
tragen. Links unten beim Ursprung sieht man auferdem die

beiden Mafdstrecken, die hier die Einheiten des Koordina- _

tensystems angeben.

Will man eine Stelle genauer betrachten, z.B. den Punkt A,
dann kann man auf demselben endlichen Ebenenstiick nur
den Ausschnitt unterbringen, der oben etwas heller unter-
legt ist. Die mittlere Abbildung ist gegentiiber der oberen mit
dem Faktor 2 in beiden Achsenrichtungen vergréfert. Das
hat zur Folge, da - wie erwiinscht - in diesem Bild dieselbe
Ldnge der Mafdstrecken nunmehr die halbe Einheit des Ko-
ordinatensystems bedeutet. Die beiden noch sichtbaren
Winkel des Dreiecks sind genau so grof wie in der oberen
Abbildung. Das gleiche gilt auch fiir den dritten, nicht mehr
sichtbaren Winkel, da in allen ebenen Dreiecken die Win-
kelsumme 180° betrdgt. Die Tangente ist auch hier eine Ge-
rade. Dagegen erscheint die Kreislinie etwas gestreckter.
Eine nochmalige VergrofRerung mit dem Faktor 3 liefert (als
insgesamt 6-fache Vergréflerung) schon eine recht genaue
Einsicht in die Ecke bei A (unteres Bild). Die beiden Maf-
strecken bedeuten jetzt noch 1/6 der Einheiten des Koordi-
natensystems. Die beiden noch im Ausschnitt erfaften Drei-
ecksseiten und die Tangente bilden zueinander Winkel von
derselben Grofie wie in den Bildern dariiber. Die Kreislinie
ist noch gestreckter, wodurch eindringlich sichtbar wird, wie
sich der Kreis an die Tangente anschmiegt.

Die Uberlegung, was sich bei noch stérkerer Vergroferung
an der Darstellung verdndert, fiithrt zu folgendem Satz:

Satz 1 (von den finiten Vergrofierungen)
Vergrofdert man einen Kreis mit einbeschriebenem, recht-
winkligem Dreieck ABC und Tangente in A in beiden Ach-
senrichtungen um denselben finiten Faktor, so gilt:

a) Winkelgrof3en bleiben erhalten,

b) Geraden bleiben Geraden,

) je grofier der Faktor, desto stdrker erscheint ein Kreisbo-
gen gestreckt.

Geraden und Kreis kann man auch mit einem infiniten Fak-
tor vergrofiern. Dies geschieht nun am Punkt A. Da fiir die
Darstellung wieder nur ein begrenztes Ebenensttick zur Ver-
fligung steht, muf} der zu vergrofRernde Ausschnitt von infi-
nitesimaler GréfRe, d.h. unendlich klein sein. Das bedeutet,
daf} in solch einem Ausschnitt nur ein einziger (reeller)
Punkt, ndmlich A selbst, liegt. Demzufolge erscheint er in
der infiniten (unendlich starken) Vergréfierung ebenfalls
als einziger Punkt, denn der ,ndchste” reelle Nachbarpunkt
liegt in infiniter Entfernung, also unendlich weit weg.
Wenn man aber den Kreis als Funktion ins Hyperreelle er-
weitert, dann besitzt jeder reelle Punkt infinitesimale Nach-
barn, die durch die Vergrofierung iiberhaupt erst sichtbar
werden kénnen.

Auf der Folie 1 sieht man eine Vergroferung mit dem Faktor
Q; die Zahl Q hat die Darstellung Q = (1; 2; 3; ...). Der ver-
groferte Ausschnitt enthdlt A als einzigen reellen Punkt. Die
beiden Mafistrecken bedeuten jetzt die Ldnge 1/Q. Da 1/Q =
o infinitesimal ist, sind alle anderen Punkte in der Ver-
grofderung zu A infinitesimal benachbart, was sowohl fiir
Kreislinie und Tangente als auch fiir die beiden Dreieckssei-
ten gilt. In der Zeichnung fdllt auf, daf} Kreislinie und Tan-
gente nicht zu unterscheiden sind. Dies und die sinngemdfie
Anwendung des Satzes 1 fiithrt zu

Satz 2 (von den infiniten Vergrofderungen)

Bei infiniter Vergrofierung einer graphischen Darstellung gilt:
a) Winkel bleiben erhalten,

b) Geraden bleiben Geraden,

c) Kreisbogen werden infinit gestreckt, werden somit zu
Geraden und sind von der Tangente an den Kreis nicht
mehr zu unterscheiden.

Beweis

Da a) und b) anschaulich klar sind, beschrénkt sich der Be-
weis auf Teil ¢). Dazu sei noch einmal das rechtwinklige
Dreieck ABC betrachtet, in das nun zusdtzlich die Strecken
mit den Ldngen a und h eingezeichnet sind (vgl. Abb. 1).

Zu untersuchen ist, ob bei einem Kreispunkt B, der zum
Tangentenberiihrpunkt A infinitesimal benachbart ist, die
Strecken mit den Ldngen h und a bei infiniter Vergrofierung
gleichzeitig sichtbar werden oder ob a immer noch infinite-
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simal lang ist, wenn h finit lang gezeichnet werden kann.
Zum Verstdndnis der geometrischen Beziehungen sei
zundchst der Punkt B in ,normaler” Vergrofterung und da-
mit in finiter Entfernung von A betrachtet.

Da AC ein Durchmesser des Kreises ist, liegt nach dem Satz
des Thales im Punkt B immer ein rechter Winkel. Es gilt so-
mit im Dreieck ABC der Hohensatz, wobei die Hypotenusen-
abschnitte die Langen a und (d - a) besitzen (d ist der finite
Kreisdurchmesser). Man erhalt fiir den Hohensatz
h?=a-.(d-a)

und damit - weil h positiv ist -

h=\/;~\/d—a.

Sei h nun infinitesimal, so ist es das Produkt \/a - vd - a
ebenfalls. Hier muf} einer der beiden Faktoren infinitesimal
sein. Wir wdhlen ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit

\/; als infinitesimal. Es ist dann Yd—-a nicht infinitesimal.

Wegen JE . \/c: = a ist auch die Ldnge a, also der
Abstand des Punktes B von der Tangente infinitesimal. Fiir
den Quotienten der Lingen a und h ergibt sich

a a

ri g

und nach Kurzen erhdalt man

a _ A

h vd - a,

Diese Quotientengleichung gilt auch, wenn man den Kreis-
bogen bei A derart infinit vergrofiert, daf h mit finiter Lan-
ge gezeichnet werden kann (beispielsweise mit dem Faktor

C

d-a

1/h, denn es gilt h - 1/h = 1). Da in ihr die infinitesimale
Ldnge \/; durch die finite Ldnge +d-a dividiert wird, ist

auch der Quotient a/h infinitesimal. Da h in dieser Ver-
groflerung finit lang gezeichnet werden kann, bedeutet dies
nun, daft die Lédnge a bei dieser Vergréfierung immer noch
infinitesimal ist.

Um a mit finiter Linge zeichnen zu kénnen, miifite man
noch eine weitere infinite VergrofRerung vornehmen. Dies
hdtte aber zur Folge, da die Ldnge h infinit lang gezeichnet
werden miifste, da der Quotient a/h auf jeden Fall eine infi-
nitesimale Zahl ist; h ware damit aber prinzipiell nicht mehr
zeichenbar.

Zusammengefaf’t bedeutet das, daft zwar sowohl h als auch
a infinitesimale GrofRen sind, aber die Infinitesimalzahl a ist
von anderer Gréfienordnung als h und ist nicht zusammen
mit h darstellbar.

Wenn die infinitesimale Hohe h tiber der x-Achse durch infi-
nite VergrofRerung sichtbar ist, ist der Abstand des Kreis-
punktes von der Tangente noch nicht sichtbar; der Kreisbo-
gen erscheint also bei dieser Vergréfierung als Gerade.
Damit ist der Satz bewiesen.

zuM 1.3 Losung
C
d-a
A h
A B
h a
hZz=a(d-a)

fird=2 gl h=+a v2-a

fiir 0 < a, a infinitesimal, gilt: \/; < h < Zx/a—

4 N
—— -fach w
a=va-va a=va-va
nicht darstellbar ! nicht darstellbar ! 2a
S A P
Abb. 1 Abb. 2
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M1.4 Infinitesimale Grofenordnungen

Die bei der infiniten VergréfRerung eines Kreises gewonnenen Erkenntnisse lassen sich verallgemeinern. Dazu sei noch ein-
mal dargestellt, wie stark jeweils die Strecken mit den Léngen a und h vergréfert werden miissen, damit sie mit finiter Lan-
ge zeichenbar sind.

Ldnge bei Ldnge bei Lange bei
,hormaler* infiniter erneuter infiniter
Vergrofserung Vergrofserung Vergrofderung

h infinitesimal ——— h finit ———  hinfinit
1 1

h h
a infinitesimal —— a infinitesimal ——— a finit

Aufgabe

B8 Was kann iiber die zu zeichnenden Streckenldingen a und h gesagt werden, wenn man noch ein drittes Mal infinit vergréfert?

Losung:
h und a sind beide infinit lang.

Die Untersuchung ergab, daft der Quotient a/h immer infinitesimal ist. Mit der gleichen Berechtigung hdtte man auch den
Quotienten h/a betrachten kénnen, der als Kehrwert zu a/h natiirlich immer infinit ist. Mit einer dhnlichen Schluf3folgerung
hdtte man auch fiir diesen infiniten Quotienten zweier infinitesimaler Zahlen herausbekommen, daf h und a bei gleich star-
ker infiniter Vergrofierung nicht beide eine finite Ldnge erhalten.

Es ist leicht einzusehen, daR a und h bei gleicher Vergréferung zeichenbar wiren, wenn ihr Quotient weder infinit noch in-
finitesimal widre. Dies fithrt zum

Satz 3 (von den infinitesimalen Grof3enordnungen)

Zwei infinitesimale Gro8en sind genau dann bei gleicher Vergréfierung mit finiter Linge zeichenbar, wenn ihr Quotient
weder infinit noch infinitesimal ist.

13
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TANGENTE AN EINER PARABEL

M21

Zeichnerische Bestimmung der Tangente

Problemstellung: Laf3t sich auch fiir eine Kurve wie die Nor-
malparabel eine Tangente definieren?

Die Erkenntnis, dafs die Kreislinie bei infiniter Vergréfierung
als Gerade zu zeichnen ist, legt nahe, dies auch bei der Nor-
malparabel zu untersuchen. Der Graph der Funktion f mit
f(x) = x2 soll an einem Punkt P = (xq; (X)) = (X5 Xp2) infinit
vergrofiert werden. Wie ist er dann zu zeichnen?

Der obere Teil der Folie 2 zeigt den Graphen von f(x) = x2 mit
dem Punkt P = (2; £(2)) in ,normaler” VergrofRerung, dane-
ben ein Koordinatenkreuz mit P, allerdings nicht bis zum Ur-
sprung durchgezeichnet, sondern jeweils mit Liicken zur An-
deutung der infiniten Entfernung bis dorthin.

Folie 2 (unterer Teil) bzw. Abb. 1 auf dieser Seite: In der infi-
niten VergrofRerung ist eine Gerade durch P mit der Steigung
4 abgebildet, auf der der weitere Punkt Q = (2 + o; (2 + o)2)
eingezeichnet ist. Auf den Achsen sind auch die Stellen
X =2+ oundy =4+ 40 vermerkt.

Durch den Punkt P verlduft der Graph der hyperreell erwei-
terten Funktion. Ein infinitesimal benachbarter Punkt des
Funktionsgraphenist Q= (2+o; f(2+ ) = (2 + o; (2 + 00)2)
=(2+0;4+40+ 02).

Das bedeutet, dafy bei infinitesimaler Verdnderung des x-
Wertes um o sich der Graph um 4o + o2 in y-Richtung ver-
dndert. In der um 1/a infinit vergrofRerten Darstellung ist
aber nur die Verschiebung um 4o darstellbar. Die durch o2
bewirkte Verdnderung ist nicht zeichenbar, denn man miift-
te sie auf die Einheit o beziehen, d.h. den Quotienten o2/o.
bilden. Dieser ist aber infinitesimal, daher wird o2 erst bei
erneuter infiniter Vergrofierung bei Q zeichenbar:

Aufgabe
Geben Sie den gesamten VergréRBerungsfaktor an, mit dem
. o sichtbar gemacht werden kann. Welche Auswirkung er-
gibt sich fiir den Punkt P?

Losung: Der Vergrofierungsfaktor ist ____; P kann dann
nicht mehr in endlicher Entfernung von Q gezeichnet werden.
Da dies fiir jede beliebige infinitesimale Verdnderung o gilt,
mufd der Graph in dieser VergréfRerung eine Gerade sein. Da
eine Kriimmung nicht mehr erkennbar ist, hdtte auch eine
bestimmte ,echte“ Gerade durch P dasselbe infinit ver-
groRRerte Bild. Analog zum Kreis soll diese spezielle Gerade
die Tangente an die Kurve im Punkt P genannt werden. Dies
fuhrt zur

Definition 1

(Graphen differenzierbarer Funktionen)

Erscheint der Graph G; einer (hyperreell erweiterten)
Funktion f bei infiniter Vergroflerung an einem reellen
Punkt P gerade, laf3t er sich zeichnerisch nicht von einer
(hyperreell erweiterten) Geraden g unterscheiden, so
heifit g Tangente an G; in P. Die Bilder von Tangente und
Kurve stimmen bei dieser Vergréfierung iiberein. Man
sagt, die Funktion ist an dieser Stelle differenzierbar. Ist
dies an allen Punkten eines Graphen der Fall, so heifdt die
gesamte Funktion differenzierbar.

Die Steigung der ins Hyperreelle erweiterten Tangente kann
man berechnen. Sie ergibt sich aus dem Ldangenverhdltnis
der Katheten im zeichenbaren Steigungsdreieck zwischen
den infinitesimal benachbarten Punkten P und Q.

Man erhdlt im obigen Beispiel m, = A9 4, also einen reel-
len Wert. L

Diese Steigung wird in P auch fiir die Normalparabel als
Steigung erkldrt, denn man zeichnet sie bei infiniter Ver-
grofierung mit derselben Steigung wie die Tangente.

Sie lafdt sich aber auch algebraisch bestimmen. Bildet man
fur die Normalparabel den Quotienten der Werte, um den
40+ o _

o

4 + o.. Der Summand o ist infinitesimal. Vergleicht man die
Anderungsquotienten der Normalparabel und ihrer Tan-
gente zwischen dem reellen Punkt P und seinem infinitesi-
malen Nachbarn Q - ndmlich (4 + o) - mit 4, so erkennt
man, dafl der Unterschied infinitesimal ist. Der reelle Teil
dieses Quotienten der (hyperreell erweiterten) Normalpara-
bel und die Steigung der Tangente stimmen also, unabhdn-
gig von der Wahl des zu P infinitesimal benachbarten Punk-
tes Q, liberein. Fiir eine reelle Funktion lafit sich damit die
(reelle) Steigung ihres Graphen im Punkt P festlegen.

sich die Koordinaten verdndern, so erhdlt man

Definition 2 (Steigung eines Graphen)

Die Steigung des Graphen einer reellen Funktion in einem
Punkt P stimmt mit der Steigung ihrer Tangente in diesem
Punkt iiberein. Sie ist gleich dem reellen Teil des Ande-
rungsquotienten fiir zwei infinitesimal benachbarte Kur-
venpunkte ihrer hyperreellen Erweiterung.

L /Tl a+ddda N
4tdo
A )
Y 4420
Py 1 P
3 al
| |/
\ 3 // 420\ |/
A L nTaEEE
I ey
0 )
> X Wz 7
2 |1 1 2 R A Parabel und Tangente
-1 Abb. 1
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Folie 2
M21 Zeichnerische Bestimmung der Tangente
Infinite Vergrofierung einer reellen Parabel
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M 2.2

Die Leibnizsche Sprech- und Schreibweise

Die infinitesimal benachbarten Punkte
P und Q unterscheiden sich in ihren x-
Koordinaten um deren Differenz o, ei-
nem infinitesimalen Wert. Aus histori-
schen Griinden nennt man eine infini-
tesimale Differenz ein Differential und
bezeichnet es mit dx. Entsprechend un-

terscheiden sich die y-Koordinaten bei-
der Punkte um dy. Mit solchen Diffe-
rentialen (Infinitesimalzahlen) kann
man rechnen. Dividiert man beispiels-
weise zwei Differentiale, so ergibt sich
ein Differentialquotient. Folglich be-
zeichnet man dieses Gebiet der Mathe-

matik als Differentialrechnung.

Diese Begriffe und Schreibweisen ge-
hen auf Leibniz zuriick, der diesen
Zweig der Mathematik mafigeblich
entwickelte. Sie sind noch heute tiblich
und sollen im folgenden ausschlieflich
verwendet werden.

M2.3

Berechnung der Steigung der Normalparabel im Punkt P

Problemstellung

Wie grof ist die Steigung der Kurve im
Punkt P = (2; 4) der Normalparabel
f(x) =x2?

Problemlosung

Anhand der infinit vergrofierten Dar-
stellung der Normalparabel ist dies
weitgehend vorbereitet. Dort erscheint
sie als Gerade, die die beiden infinitesi-
mal benachbarten Punkte P und Q ent-
hdalt. Kurve und Tangente fallen (zeich-
nerisch) zusammen.

Rechnerisch bestimmt man die Stei-
gung der (reellen) Kurve, indem man
nach hyperreeller Erweiterung der
Funktion zundchst den Quotienten aus
den Koordinatendifferenzen zwischen
den infinitesimal benachbarten hyper-
reellen Punkten P und Q berechnet.
Der reelle Teil dieses Wertes ist dann
die gesuchte Steigung.

In der Leibnizschen Sprech- und
Schreibweise heifdt das, dafs man den
reellen Teil des Differentialquotienten
fir P und Q berechnen muf3.

Fir die infinitesimal benachbarten
Punkte P = (x; f(x0)) und Q=(x; f(x,))
ergeben sich die  Differentiale
dx = x; - Xo und dy = f(x,) - f(x). Der
Differentialquotient ist dann
dy _ f(x) -~ f(x,)
dx X, - Xg
Fur die betrachtete Normalparabel sei
also P= (2; f(2)) = (2; 4). Den infinite-
simal benachbarten Punkt Q kann
man frei wahlen, er sei
Q= (2 +dx; f(2 +dx))

= (2 +dx; 4 +4dx + (dx)?2).
Fir die Differentiale erhdlt man
dx = x; - X, und dy = f(x;) - f(xp)
= f(2 + dx) - f(2). Daraus ergibt sich
der Differentialquotient
dy _f(2 + dx) - f(2)
dx dx

4+ 4dx + dx)? - 4
dx

_ 4dx + (dx)*
-

Nachdem man dx zundchst im Zdhler
ausgeklammert und dann gekiirzt
hat, erhdlt man schliefdlich

d

y
—=4+dx.
dx x

Der reelle Teil davon ist
d

RT(<Y) =RT(4 + dx) =4.
dx

Dies ist die Steigung der Tangente und
damit der Kurve in P.

Dieses Ergebnis wird verallgemeinert
in der folgenden Definition.

Definition 3

Besitzen alle Differentialquotienten
in einem Punkt P=(x, f(x,)) eines
Funktionsgraphen denselben reellen
Teil, so nennt man ihn die Steigung
des Graphen einer Funktion f an der
Stelle x,, kurz geschrieben

£ (x) = Rr(j—ix

andernfalls nicht.

M2.4

Anwendung und Ubung

Aufgaben

Differentialrechnung.
a)x,=3

b)x,=1

A xp=0

d) xy=-1.

Berechnen Sie die Steigung der Normalparabel f(x) = x2 fiir die folgenden Stellen x,. Verwenden Sie dabei die Schreibweise der
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ABLEITUNGSFUNKTION

M 3.1

Die Ableitungsfunktion zu f(x) = x2

Problemstellung

Bei der Normalparabel ergaben sich
an verschiedenen Punkten des Gra-
phen auch verschiedene Steigungen.
Dieses Ergebnis war zu erwarten, da
der Graph gekriimmt ist und somit die
Tangenten nicht parallel verlaufen.
Die Steigungen zu einer Funktion bil-
den also selbst eine Funktion, die Stei-
gungsfunktion. Man nennt sie auch
die 1. Ableitungsfunktion.

Kann man fiir sie einen geschlossenen
Term ermitteln?

Problemlosung

Da die Berechnung der Steigungen fir
alle x-Werte auf die gleiche Weise er-
folgte, liegt es nahe, statt mit konkreten
Zahlen die 1. Ableitungsfunktion gleich
mit der Variablen x zu berechnen.

Es sei also ein beliebiger, aber fester re-
eller Punkt P = (x; f(X)) = (x; x2) der
Normalparabel gegeben. Infinitesimal

EINFACHE ABLEITUNGSREGELN

benachbart dazu liegt der Punkt Q =
(x +dx; f(x +dx)) = (x + dx; (x + dx)2).
Der Differentialquotient ergibt sich
dann zu

dy _ fx + dx) - f(x)

dx dx
_ X+ dx)? - x*
dx
_X2 + 2% - dx + dx)? - x?
dx
_2x - dx + @dx)?
4 N dx
& =2x +dx.
dx

Hierin ist x reell, so daf sich der reelle
Teil dieses Terms bilden lafst. Er lautet

dy
RT( =) =RT(2x + dx) =2x.
dx

Die Steigung der Normalparabel lafit
sich fiir jede Stelle x bestimmen; man

erhdlt so die abgeleitete Funktion, die
1. Ableitung. Es gilt somit der

Satz 4

Die 1. Ableitung f’ der Funktion f mit
f(x) = x2 wird beschrieben durch
f'(x) = 2x.

Anmerkung: Erst hierdurch wird die
Schreibweise f'(2) = 4 in Definition 3
verstdndlich.

M 3.2

Ableitung einfacher Potenz-
funktionen

Aufgaben
Bestimmen Sie auch von folgenden
Potenzfunktionen die 1. Ableitung
als Funktion:
a) f(x) = x3
b) g(x) = x!

Problemstellung

Eine ganzrationale Funktion ergibt sich durch Aufsummieren unterschiedlicher Potenzfunktionen, deren jede noch mit ei-
nem Faktor multipliziert sein kann. Lassen sich allgemeine Regeln fir die Ableitung ganzrationaler Funktionen aufstellen?

M4

Potenzregel

Die bisherigen Beispiele zeigen Gemeinsamkeiten im Vorgehen. Zundchst fielen die Summanden ohne dx weg, an-
schliefRend konnte gekiirzt werden. Daher soll nun die 1. Ableitung einer Potenzfunktion im allgemeinen bestimmt werden.
Wie bisher ist der reelle Teil des Differentialquotienten der hyperreell erweiterten Potenzfunktion f zu berechnen.

Sein 22 und dx # 0 infinitesimal, so ergibt er sich zu —

dy _ f(x + dx) - f(x) _ (x + dx)" - x"

dx dx

. Der Zdhler stellt eine Dif-
dx

ferenz zweier Potenzen mit gleichen Exponenten dar. Mit Hilfe der ,dritten binomischen Formel hoherer Ordnung*”
an-bn= (a-b)(ar!+an2b+an3b2+...+a2bn3 + abn2 + br-1) kann er umgeformt werden, so dafd man fiir den

f(x + dx) - f(x) _ [(x + dx) —x][(x + dx)"! 4+ (x + dx)"2x + ..+ (x + dx)x" + x")

erhalt,

Differentialquotienten 3
X

Im ersten Faktor fallen die Summanden ohne den Faktor dx weg und es ergibt sich

dx

?— [(x+dx)n-1+ (x +dx)"2x + ...+ (x + dx)x"-2 + xn-1], Man bildet schlieRlich, nachdem der Bruch durch Kiirzen wegge-
X

fallen ist, den reellen Teil des Terms und erhalt RT(

f(x + dx) — f(x)
dx

) =RT((x +dx)n-1+ (x +dx)n-2x + ... + (x + dx) X2+ x0-1)

=xnl+xn2.x+ ., +x.x"2+ xn-1

=n- Xn_ll

da die Summe insgesamt n Summanden enthadlt. Es gilt also der

Satz 5

Sei f(x) = x" gegeben mit x € IR sowie n > 2 und n € IN. Dann gilt f’(x) =n - xn-1,
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M4.2

Identitdts- und Konstantenregel

M4.3

Summen- und Faktorregel

Aufgaben

Errechnen Sie die 1. Ableitungen der Funktionen mit folgen-

den Gleichungen:
a) f(x) =x
b) g(x) =cmitce R

Aufgaben

Satz 6

Beweisen Sie die folgenden Scitze:

Sei die Summe zweier reeller Funktionen mit
f(x) = g(x) + h(x) gegeben. Dann gilt fiir die 1. Ableitung
der Summe f'(x) = g’(x) + h’(x). (Oder kurz:

(f+g)=
Satz 7

F+g.)

Sei eine Funktion g mit einem konstanten reellen Faktor a
multipliziert, also f(x) = a - g(x). Dann gilt fiir die 1. Ablei-
tung f'(x) = a - g'(x). Der konstante Faktor bleibt also beim

Bilden der 1. Ableitung erhalten.

ABLEITUNGSFUNKTIONEN ANDERER FUNKTIONEN

Die bisherigen Regeln machen es mdéglich, jeweils die Ableitungsfunktion ganzrationaler Funktionen, das sind Funktionen p
mit Funktionsgleichungen der Form p(x) = a,x" + a,_; X™1 +a,_, X"2 + ... + a, X% + a; X + ay, zu bestimmen, Es soll nun ver-
sucht werden, den reellen Teil der Differentialquotienten bei anderen Funktionen und damit die Steigung ihrer Graphen zu

ermitteln.

M 5.1

Ableitung der Wurzelfunktion

Die Funktionsgleichung der Wurzel-
\/; . Fur x > O,

dx # 0 und dx infinitesimal ergibt sich

funktion lautet f(x) =

(x + dx) — x

T %~ Bl & 05 + G
1
—w/x+dx+«/;'

Satz 8 (Ableitung der Wurzel-
funktion)
Die Ableitung der Wurzelfunktion

ﬂ=f(x+dx)—f(x) fix— VX x>01autetf’x—>—;/-_—.
dx dx Hiervon bildet man den reellen Teil,

«/x P dy & \/— also 1

1
RT( )=
P — \/x+dx+«/; \/;+«/;
B IR f 5L L \/— und somit gilt der
dx Vx + dx + Wx

M5.2 Ableitung der Kehrwertfunktion
Bei der Kehrwertfunktion errechnet SchlieRlich bilden wir den reellen Teil ~Aufgaben

sich jeder Differentialquotient auf die
folgende Weise. Es gelte x # 0, dx # O,
dx infinitesimal.

dy _ f(x + dx) - f(x)
d_x— dx
1 PR,
X + dx X
dx
X — (x + dx)
(x + dx) - x

dx
X = (x+ dx)
T dx[(x + dx) - x]
= |

x+ dx) - x

und erhalten

-1 -1
RI(—ra )= —.
( (x + dx) - x ) x?

Es gilt also der

Satz 9 (Ableitung der Kehrwert-
funktion)
Die Ableitung der Kehrwertfunktion

fix— l,x¢01autetf’:x—> -1 .
X x?2

Formulieren Sie die Aussagen der
Scitze fiir die 1. Ableitungen der
Wurzel- bzw. der Kehrwertfunktion
mit Hilfe von Potenzausdriicken mit
rationalen Exponenten. Vergleichen
Sie diese Formulierungen mit der
Potenzregel.

18



Differential- und Integralrechnung mit hyperreellen Zahlen

Nr.4l1996l

Mathematik

M5.3

Ableitung von Sinus und Kosinus

Auch fiir die Sinusfunktion lassen sich
(nach Erweiterung ins Hyperreelle)
die Differentialquotienten bestimmen.
Es ergibt sich fiir f mit f(x) = sin(x)

dy  sin(x + dx) - sin(x)
dx dx ’

Der Zdhler muf infinitesimal sein,
aber von derselben Grofdenordnung
wie dx, da sich sonst kein finiter Quoti-
ent ergibt. Es fiihrt aber nicht weiter,
den Zdhler nach dem entsprechenden
Additionstheorem umzuformen, so
daff man sin(x + dx) - sin(x) =

2x + dx

2sin( %)cos( ) erhdlt.

Beim Ubergang zum reellen Teil
1

2 - RT(sin( E dx)) - cos(x) bleibt ndm-
lich offen, welchen reellen Teil der

. o dx .
Sinus der Infinitesimalzahl 7 besitzt.
Weiterhin ist nicht gekldrt, ob
RT(cos(x)) = cos(RT(x)) fir finite,
nicht reelle x-Werte gilt.
Statt dessen soll die 1. Ableitung der Si-

nusfunktion geometrisch bestimmt
werden.

Die Abbildung zu M 5.3 zeigt einen
Ausschnitt des kartesischen Koordina-
tensystems mit dem Einheitskreis im
Quadranten I. Da f mit f(x) = sin(x) ei-
ne Funktion des Winkels bzw. der Bo-
genldnge im Einheitskreis ist, stellt der
ausschnitthafte Kreisbogen die x-Achse
dar und besitzt demzufolge in Richtung
wachsender x-Werte eine Pfeilspitze
und die Bezeichnung x. Auf den beiden
rechtwinkligen Zahlengeraden sind
dann die Funktionswerte von cos(x)
bzw. sin(x) ablesbar, weswegen sie die-
se Bezeichnungen erhalten. Fiir einen
beliebigen, aber festen Wert x, sind die
Verhdaltnisse sowohl durch den Winkel
als auch durch die entsprechende Stelle
auf dem Einheitskreis dargestellt.

An der Stelle x, ist der Kreisbogen wei-
terhin infinit vergréfiert dargestellt. Er
erscheint bekanntlich als Gerade, auf
der die Werte x, und x, + dx voneinan-
der unterscheidbar sind. Ferner sind zu
Punkt P der Radius sowie zu den Punk-
ten P und Q die Lote zur cos- bzw. sin-
Achse angedeutet, da sie infinit lang
zu zeichnen widren. Es entsteht dabei
das rechtwinklige Dreieck PQR, das
wir nun betrachten.

Trotz der verschiedenen Mafstibe gel-
ten die geometrischen Beziehungen

Differentialquotienten von Sinus und Kosinus

y “bzw. sin(x)

fort. So befinden sich bei P zwei Winkel
mit der Grofle x,. Zum einen als Stu-
fenwinkel zum Winkel im Ursprung,
zum anderen im rechten Winkel dazu.
Zu letzterem wiederum taucht ein Win-
kel x4 bei Q als Stufenwinkel auf.

In diesem infinitesimalen Dreieck ist
nun unmittelbar abzulesen, daf}

QX _ sin(xq +dx)-sin(x,)
dx dx

gilt. Da x, reell ist, bleibt dieser Wert
beim Ubergang zum reellen Teil erhal-
ten: RT (cos(x)) = cos(x,). Da x, belie-
big war, kénnen wir ohne Index schrei-
ben:

= C0S(Xp)

Satz 10

(Ableitung der Sinusfunktion)
Die Ableitung der Sinusfunktion

f: x — sin(x) lautet f': x — cos(x).

Aufgabe

B Bestimmen Sie ebenfalls anhand

| der Zeichnung die 1. Ableitung der
| Kosinusfunktion. Beachten Sie da-

Vi3
| bei, da/&ft’lr0<x<5unddx>0

1 cos (x + dx) < cos(x) gilt.

Q
/‘ sin(xy+dx) X i
X X
> dy |Xo v
, o X0
sinxo) sin (x,y)
R | dz
X0
0
X0 v v
0 cos(Xg) ‘Z cos(xp+tdx)  cos(xg)
bzw. cos(x)

19




Mathematik
be
S Nr. 4 |1 99 6' Differential- und Integralrechnung mit hyperreellen Zahlen

zuM 5.3 Losungen

Merke
Bei infiniten VergrofRerungen sind genau die wesentlichen reellen Teile sichtbar!

Fur Sinus

dx dx

Fir Kosinus

) = RT (cos(Xy)) = cos(Xp)

Zu beachten ist, dafd cos(x, + dx) < cos(x,)

_ d
RT (il_) — ( cos(xy + dx) - cos(xq )) =RT (—X—) = RT (-sin(x,)) = -sin(x,,
dX dx dx
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Mit den bisherigen Regeln lassen sich
zwar von vielen Funktionen die Ablei-
tungsfunktionen berechnen, aller-
dings erlauben sie nicht, z.B. Funktio-
nen mit Funktionsgleichungen wie

bestimmen. Im ersten Fall ist das Pro-
dukt zweier Funktionen abzuleiten, im
zweiten Fall sind Funktionen miteinan-
der verkettet, d.h. auf x wird zundchst
die Sinusfunktion angewendet und
vom Ergebnis wird dann die Wurzel ge-

Fur die Ableitung derartiger Funktio-
nen sollen nun Regeln gefunden wer-
den.

f(x) = x - sin(x) oder g(x) = Vsin(x) zu

zogen.

M 6.1 Produktregel

Abb. 1

Das Produkt p zweier Funktionen f und g (mit den entspre-
chenden Gleichungen), also p(x) = f(x) - g(x) lafst sich an
einer Stelle x, geometrisch als Rechteck veranschaulichen
(vgl. Abb. 1).

Zur Abkiirzung soll y = f(x,) + 9(X,), a = f(%,) und b = g(x,)
gelten. Da f und g differenzierbare Funktionen sind, liefert
jedes Differential dx auch Differentiale da und db. Dies fin-
den wir in der Abbildung wieder.

Diese zeigt das Rechteck in infiniter Vergréflerung. Da es
nun aber nicht mehr vollstdndig gezeichnet werden kann,
wird nur seine rechte obere Ecke dargestellt. Um trotzdem
den vollen Uberblick zu behalten - denn a und b wiren in
diesem Mafstab unendlich lang zu zeichnen -, enthdlt die
Zeichnung Auslassungen. Da f und g differenzierbar sind,
erhalten wir fiir jedes Differential dx auch Differentiale da
und db. Dann ist

y=ab und y+dy= (a+da)(b+db),

21

woraus sich

dy=a-db+b-da+da-db

ergibt. Diese drei Summanden entsprechen den drei Teilen
in der Zeichnung, um die die Fldche a - b grofier wird, wenn
wir x um dx vergrofiern. Fiir den Differentialquotienten mit
dx # 0 ergibt sich dann

ﬂ=a @ +b %+da d—b,

dx dx dx dx

wovon der reelle Teil zu bilden ist. Wir erhalten

y'=ab’ +ba’+0 b

Es gilt also der

Satz 11 (Produktregel)
Fiir das Produkt zweier Funktionen f - g mit f: x— f(x) und

9: x— g(x) gilt (f- g)'(x) =f(x) - g’ (x) + ' (x) - g(x).



Mathematik

Nr.4|1996|

Differential- und Integralrechnung mit hyperreellen Zahlen

zuM 6.1 - Losungen
Infinite Vergréfierung
dy=a-db+b-.-da+da-db
Division durch dx # 0
= adb +532 4 dadl
dx dx dx dx
Bilden des reellen Teiles
y'=ab’+ba’+0-b’
(f-9)'(x) =f(x) - 9'(x) - (%) - g(x)
M 6.2 Kettenregel

Unter der Verkettung zweier Funktionen versteht man ihre
Nacheinanderausfithrung. Auf die Variable x wendet man
zundchst die Funktion h an und erhdlt h(x). Auf dieses Er-
gebnis wendet man nun g an und es ergibt sich g (h(x)). Die
Kurzschreibweise ist

h: D, > W,

und

g: Dg — Wg, mit D, D Wg

und somit

f: Dy = W, x— £(x), f(x) = g(h(x)).

Es sei nun dx # 0 eine beliebige Infinitesimalzahl. Wir schrei-

ben zur Vereinfachung

z=h(x),dz=h(x+dx) - h(x)

sowie

y=f(x), dy =f(x + dx) - f(x) = g(h(x +dx)) - g(h(x))
=9g(z+dz) -g(2).

Wir bilden den reellen Teil der Differentialquotienten %,
X

welchen wir mit dz erweitern kénnen, sofern dz # 0. Es ergibt
sich
d
RT( _y) = RT( dy dz
dx o dz dx
=9 (hx)) - h' ().

= ﬂ « E =q’ . h’
RT(dZ) RT(dx) 9'(2) - h'(x)

Falls dz = 0 gilt, so folgt sofort h(x + dx) = h(x) und damit
dy = 0. Formal gilt also mit h’(x) = RT( :—Z) =0 auch f'(x)
X
dy

=RT(—=—) =0.

(3
Sind zwei Funktionen also miteinander verkettet, so bildet
man ihre 1. Ableitung, indem man die Ableitungen der ein-
zelnen Funktionen miteinander multipliziert. Es gilt der
Satz 12 (Kettenregel)
Die Ableitung der Verkettungsfunktion f der Funktionen h
und g mit f(x) = g(h(x)) lautet f'(x) = g’ (h(x)) - h’(x).
Aufgaben

Berechnen Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen:

a) fmit f(x) = x - sin(x)

b) g mit g(x) = \sin(x) , fiir 0 <x < m
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FLACHENINHALTSBERECHNUNGEN

Die Quadratur eines krummlinig be-
grenzten Ebenenstiicks, d. h. die Anga-
be eines Quadrats mit demselben
Flacheninhalt wie das vorgelegte Ebe-
nensttick, gehért zu den dltesten ma-

thematischen Problemen. Dem damit’

erfolgenden Einstieg in die Integral-
rechnung dient ein Problem, mit dem

sich bereits Archimedes beschdftigt
hat: die Flacheninhaltsberechnung ei-
nes beliebigen Parabelsegments.

In einem ersten Schritt bediente sich
Archimedes einer Methode, die seinen
Anspriichen als Mathematiker zwar
nicht geniigte, die aber zu dem Ergeb-
nis fiihrte, dafd der Flacheninhalt eines

Parabelsegments 4/3 desjenigen eines
Dreiecks ABC mit gleicher Grundseite
und gleicher Hohe ist. Seinem zweiten,
absichernden Schritt, der der heutigen
Epsilontik entspricht, wird hier nicht
gefolgt. Statt dessen wird das Problem
mit den Methoden der Infinitesimal-
mathematik gelost.

M 71

Fldcheninhalt eines Parabelsegments

Problemstellung

Archimedes hat in einem Gedankenex-
periment mit Hilfe des Hebelgesetzes
den Flacheninhalt der Parabel mit
f(x) = kx2, k> 0 ermittelt (vgl. Abb. 1).
Gegeben sei die Parabel mit der Glei-
chung f(x) = kx2, k > 0. Weiterhin seien
folgende Punkte mit ihren Koordinaten
(a > 0) gegeben: A(-a; ka?), B(0; 0),
C(a; ka?), D(0; ka?), X (xy; ka2),

Y (Xq; kxg?) .

1) Gesucht ist zundchst die Gleichung
der Tangente im Punkt A sowie die Ko-
ordinaten der Punkte E, Z und F.

2) Danach ist zu zeigen, daft DB = BE
gilt.

3) SchlieRlich ist zu zeigen, daR fiir fol-

XY X
gende vier Streckenldngen — = £
XZ AC
gilt.
Problemlésung

1) Die allgemeine Gleichung einer
Tangente lautet t(x) =mx +b. Die Ab-
leitung der Parabel hat an der Stelle -a
den Wert f'(-a) = -2ka, d.h die Stei-
gung betrdgt m = -2ka. An der Stelle -a
missen die Funktionswerte von t und f
libereinstimmen:

f(-a) = t(-a)
ka2 =-2ka(-a) +b
ka? = 2ka? + b.

Das ergibt -ka2? = b, so daft man die
Tangentengleichung t(x) = -2kax - ka2
erhdlt.

Damit lassen sich die Koordinaten der
Punkte E, Z und F berechnen.

Es ergeben sich E(O; - ka?) als Schnitt-
punkt der Tangente mit der y-Achse so-
wie Z(xq; -2kax, -ka?) und F(a; -3ka?)
als weitere Punkte der Tangente mit
den x-Koordinaten x, bzw. a.

2) Dies ist offensichtlich, wenn man
die Koordinaten der betreffenden
Punkte betrachtet.

3) Der Quotient auf der linken Seite be-
trifft Strecken, die in y-Richtung orien-
tiert sind. Ihre Ldngen ergeben sich al-
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so aus den Betrdgen ihrer y-Koordina-
tendifferenzen. Durch Umformungen
erhdlt man Koordinatendifferenzen,
die zu den in x-Richtung orientierten
Strecken auf der rechten Seite der Glei-
chung gehoren.

Es ergibt sich

XY ka” - kx|

XZ Ikaz - (=2kax, - kaz)l

2 2
_ k-la” - x|

k - 1202 + 2ax |

=|a—x0|la+ Xo |
2ala + x|

=|a—x0|

und damit die Behauptung.

Folgerung aus diesen Erkennt-

nissen

Die Figur A XH CM ist eine Strahlen-

satzfigur mit dem Scheitelpunkt A. Fiir
XC HM

. it = =
sie g1 AC AM ,

sammen mit der soeben gezeigten

woraus sich zu-

Gleichheit X5, M ibt
— = ibt.
ichbelt == a9
Da G in der Verldngerung von AM
gleich weit von M entfernt sein soll wie

XY _ HM

XZ GM

bzw. XY - GM = XZ - HM.

Dies ist das Hebelgesetz mit M als
Drehpunkt des Hebels, wenn wir uns
in G die Strecke X'Y’ angebracht den-
ken, die kongruent ist zu XY. Dies gilt
fir jede Strecke XY des Parabelseg-
ments, sie ist also in G (Hebelldnge
GM) mit der entsprechenden Strecke
XZ (Hebelldnge HM) des Tangenten-

A, heillt das auch

dreiecks im Gleichgewicht. Damit
kann man auch das ganze Parabelseg-
ment mit seinem Schwerpunkt im
Punkt G ,befestigen”, es hdlt dann
dem Dreieck, ,befestigt” im Schwer-
punkt S, die Waage.

Der Schwerpunkt S des Dreiecks ACF

1
aber hat die Entfernung 3 MG vom

Drehpunkt M, denn die Seitenhalbie-
renden teilen sich gegenseitig immer
im Verhdltnis 2:1. Also muf3 das Drei-
eck ACF dreimal so grof sein wie das
Parabelsegment. Das ist die mathe-
matische Prdzisierung des physikali-
schen Gleichgewichtsexperiments .

Der genaue Wert fiir den Fldchenin-
halt des Parabelsegments ergibt sich so
aus dem des Dreiecks ACF. Dieser be-

tragt % AC.CF= % 2a - 4ka? = 4ka3,

also ist der Flacheninhalt des Parabel-
4

segments % 4ka3 = 3 ka3.

Dieses Ergebnis erhdlt man auch noch
auf andere Weise. Das Dreieck ABC
schopft das Parabelsegment teilweise
aus. Weiterhin besitzt das Dreieck AEC
den doppelt so grofen Flacheninhalt
wie das Dreieck ABC. Das mit dem Pa-
rabelsegment im Gleichgewicht be-
findliche Dreieck ACF ist wiederum
doppelt so grofR wie das Dreieck ACE,
also viermal so grofs wie das Dreieck
ABC. Der Fldcheninhalt von Dreieck

ABC betrdgt

%-AC-DB= - 2a - ka? = kas.

N =

Fafst man dies alles zusammen und
beriicksichtigt man die kiirzere He-
belldnge beim Dreieck ACF, so ergibt
sich als Flacheninhalt des Parabelseg-

ments g vom Fldcheninhalt des Drei-

ecks ABC, also ebenfalls g ka3.
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Nichtsymetrisches Dreieck, in infinitesimale Streifen senkrecht zu seiner ldngsten Seite zerlegt

C

Abb. 2 A X

Die Zerlegung einer Fldche in unend-
lich viele Strecken, die infinitesimale
Breite besitzen, ist der wesentliche Ge-
danke bei der Einfithrung der Integral-
rechnung.

Hinweis: Die folgende Uberlegung
zeigt, daR die Zerlegung einer Fldche
in unendlich viele Strecken mit unend-
lich schmaler Dicke zu falschen Ergeb-
nissen flihren kann, falls man ,unend-

25
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lich viel“ zu undifferenziert versteht
(vgl. Abb. 2).

Das Dreieck ABC wird durch seine
Hohe in zwei unterschiedlich grofie
Teildreiecke zerlegt. Ist die infinite An-
zahl der infinitesimal breiten Streifen
gleich grof}, so wiirde sich fiir beide
durch die Hohe getrennten Teildrei-
ecke derselbe Fldcheninhalt ergeben.
Sie bauen sich ndmlich aus genauso

B

unendlich vielen Strecken XY bzw. XY’
auf. Man mufd zusdatzlich beachten,
daR im groferen Teildreieck bei glei-
cher Streifenzahl diese breiter als im
kleineren sein muissen, wenn auch im-
mer noch infinitesimal breit.

Wenn man dies aber beachtet, dann ist
der Dreiecksinhalt der reelle Teil der
Summe aller dieser Streifeninhalte.
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Integration der Funktion f: x — x2 iber dem In-
tervall [0; 1]

Das Intervall [0; 1] wird in Q (£ ist eine infinite hypernatiir-

liche Zahl) Streifen der Breite é eingeteilt (o : = é). An
jeder Stelle a](j =1; 2; 3; ...; Q) hat die Funktion den
Wert (é)2 oder (j - m)2.

Infinitesimale Streifen unterhalb der Parabel

Y

0,5 1

Abb. 1

Die Fldche, die vom Graphen und der x-Achse eingeschlos-
sen wird, wird durch Q Rechtecke der infinitesimalen Breite
o und der Hohe j2 - ®? approximiert. Der Fldcheninhalt A(f)
ergibt sich also als der reelle Teil der Summe

Q Q

L= Z(D.iz,a)Z:(Dg zi2=w39(g+1)(29+1)
j=1 j=1 6

(1t 0)2+ o)

6

also A(f) =RT(S) = §=

W=

Hinweis:

Mit DERIVE kann man, ohne von der Summe von Quadrat-
zahlen zu wissen, das Ergebnis direkt erhalten (geschrieben
mit infinitesimalem dx statt ®):

Simplify von RT(SUM (dx - j2dx?, j, 1, 1/dx), dx) ergibt 1/3.
Der Fldcheninhalt unter der Normalparabel im Intervall
[0; 1] betrdgt also ein Drittel des Einheitsquadrates. Das be-
stdtigt Archimedes’ Ergebnis, denn die rechte Hdlfte des in
M 7.1 betrachteten Parabelsegments besitzt als Fldachenin-
halt die anderen zwei Drittel des Einheitsquadrates.

Aufgaben
Ubertragen Sie die Uberlegungen auf die Funktion f mit
f:x =k, (k>0)
1) im Intervall [O; b]
2) im Intervall [a; b].

zuM 7.2

zul) b
Wegen Q - dx =b setzt man dx : = 0 =b - . Esgilt

Losungen

Q Q
A® =RT( X k(dx)2dx) =RT(k(d0? 2 1) =
i=1 j=1
RT(kb3(.03 QQ + 1)6(ZQ + 1))
b3
A(f) =k 3

zu 2)
Das Intervall [a; b] wird in Q Teilintervalle der infinitesi-
malen Linge dx eingeteilt. Wegen Q - dx = b - a setzt man

dx:=b_a

= (b - a) - . Die Funktionswerte werden an

den Unterteilungsstellen x; = a + jdx berechnet.
Es gilt

Q
A(f)=RT( Y k(a+jdx)2dx)
j=1

Q Q Q
=1<.RT(a2dx Y 1+2a-(dx)? i + (dx)? jz)

tel j1 i=1

Q(-Q+ 1)

=k-RT(a2dx-Q & Boilb— a)Fss » ——eeieds

2

(b-ayies 2Q+ D@ + 1))

6

=k(ql(b_a)+a(b_a)2+(b_a)3§)= g(bB _ 03)

Hinweis: Der Vergleich der Losungen fiihrt direkt zum Um-
gang mit Stammfunktionen!

Leibnizsche Schreibweise

Fir f(x) = kx2:

Y Q
[kx*dx:=RT ( Y kx? dx)
a =1
Allgemein fiir f(x):

b Q

[£(x)dx := RT ( S f(x) dx)
a i=1

Das bestimmte Integral ist der reelle Teil einer infiniten
Summe.
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Ausschneidebogen zum Experiment von Archimedes

Man kopiere die Vorlage eventuell
vergrofiert.

Man klebe die Kopie auf Pappe.

Man schneide Dreieck und
Parabelsegment aus.

Die erhaltenen Korper haben ein Gewicht,
das proportional zum Fldcheninhalt der
beiden Figuren ist.

Man hdnge die Figuren an einen Hebel.

Er ist im Gleichgewicht bei Hebelarmen 1 : 3.

Abb. 2
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Die gemeinnutzige Franz und Ruth Cornelsen Stiftung, Berlin, verleiht 1997 den mit insgesamt 10.000 DM do-
tierten Cornelsen Forderpreis erstmals fiir das Fach Mathematik und unterstiitzt damit die Arbeit von Lehrerin-
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bildenden Schulen (ab Klasse 5) und berufsbildenden Schulen beziehen. Die Auswahl der drei Preistrdger tiber-
nimmt eine wissenschaftliche Fachjury.

In Text und Bild dokumentierte Arbeiten konnen zusammen mit einer Kurzfassung von drei Seiten (Fragestellung,
Methoden, Ergebnisse) bis 31.12.1996 bei Prof. Dr. Thomas Jahnke, Lehrstuhl fiir Didaktik und Mathematik, Ma-
thematisches Institut der Universitdt Potsdam, Postfach 60 15 53, 14415 Potsdam eingereicht werden.



