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Zur Einfiihrung

Meine Wertschidtzung der Infinitesimalmathematik stammt aus meiner eigenen
Schulzeit: als Schiiler habe ich naive , Infinitesimalrechnung®™ von einem Physiker als
Mathematiklehrer gelernt. Im Studium wurde ich von der exakten Wissenschaft ent-
tiuscht; die Leibnizsche Infinitesimalrechnung bleibt ungeklért und wurde nur durch
die im 19. Jahrhundert reformierte Analysis ersetzt.

Hinzu trat die Erfahrung als Lehrer, der seinen Schiilern das Exakteste bieten wollte,
was zu bekommen war, in jenen sechziger Jahren der ,,Modernen Mathematik® in der
Schule. Und dann musste ich erleben, wie ein sehr betrichtlicher Anteil meiner Schiiler
einfach erschreckt war durch das € -8 -Gespenst! Aber die Schiiler waren besser als ich,
sie hatten keine Skrupel, lieBen Grenziibergang als reine Vokabel bestehen, aber befrei-
ten sich letztlich heimlich und listig zugleich einfach von denjenigen Anteilen eines
Ausdrucks, die sie nicht brauchten. Und das tun sie auch anders wo und anders wann,
wie ich aus zahlreichen Unterrichtsbesuchen weif3.

Die Wende fiir mich kam, als 1983 das MU-Heft 4 iiber , Nichtstandard-Analysis*
und vor allem als 1986 das exzellente Buch ,,Zahlen und Kontinuum. Eine Einfiihrung
in die Infinitesimalmathematik“ von D. Laugwitz erschien. Zunéchst experimentierte
ich in Leistungskursen, wo ich ziemlich schnell den didaktischen Gewinn erkannte, von
dem dort die Rede war. Heute gibt es weitere Kollegen, die Erfahrungen gesammelt
haben, und zwar von Klasse 11 an bis in die Grund- und Leistungskurse hinein. Die
Erfahrungen aller Lehrer, die den Versuch gewagt haben, stiitzen die von Schnitzspan
[MU 4/83 S. 39] formulierte These:

,Infinitesimalmathematik in der Schule kann die Begriffe der klassischen Analysis
durchschaubarer und verstehbarer machen.*

Dabei ist wohl das Entscheidende, dass das einfachere Verstehen mehr Schiiler dazu
befihigt, in einem viel groBeren Umfange selbststindig zu den grundlegenden Sitzen
der Differenzial- und Integralrechnung zu gelangen, als es der herkdmmliche Unterricht
mit Grenzwerten zulésst.

Zu Beginn dieses Heftes gibt D. Laugwitz in seinem Beitrag einen Einblick in die
Entstehungsgeschichte der Infinitesimalmathematik seit Leibniz. Er richtet dabei sein
Augenmerk auf die Bemiihungen der Mathematik um die Kldrung der fruchtbaren
Ideen, die zu den Grundlagen des Infinitesimalkalkiils gefiihrt haben. Er findet diese
Klirung im Ansatz bei Cauchy, der im Laufe seiner eigenen Entwicklung schlieSlich zu
einem konstruktiven Konzept fiir unendlich kleine Zahlen kommt. Er zeigt, dass dieser
Ansatz bis zum heutigen Verstindnis der hyperrellen Zahlen im Sinne von Robinson
entwickelt werden kann. Dabei wird deutlich, dass der Motor fiir all diese {iber die Jahr-
hunderte andauernden Anstrengungen in der Erfahrung liegt, dass die Hilfsmittel des
Infinitesimalen besonders leicht zu grundlegenden Erkenntnissen fiihren, dass damit
eine Methode zum Problemldsen gefunden ist, und schlieBlich, dass sich das Infinitesi-
male logisch einwandfrei fundieren lassen muss, weil so viel Erfolg schwerlich dem
Zufall zuzuschreiben ist.

C. Utecht referiert aus einer Arbeit fiir das 2. Staatsexamen. Sie hat untersucht, wie
Schiiler eines Grundkurses mit dem Konzept der hyperreellen Zahlen umgehen, wenn
ihnen nach traditionellem Unterricht im Differenzieren ein anderer Zugang zum Inte-
gral angeboten wird. Dabei stellt sich heraus, dass Schiiler einerseits durch die Begriffe
infinitesimaler und infiniter Zahlen hoch motiviert werden und rasch zu eigenem Argu-
mentieren kommen, dass sie aber andererseits eine rein axiomatische Einfithrung der
hyperreellen Zahlen nicht befriedigt. Dariiber hinaus wird deutlich, dass das Denken in
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Grenzprozessen den Zugang zur Infinitesimalanalysis teilweise behindert; und zwar
gerade nur bei guten Schiilern, die Grenzprozesse verinnerlicht hat. (Im Ubrigen gilt das
auch fiir die Unterrichtenden!)

P. Baumann berichtet aus seinem Unterricht, der sich von Beginn an auf die hyper-
rellen Zahlen stiitzt. Er beschreibt deshalb vor allem die Einfiihrung von hyperreellen
Zahlen. Dazu ist nur eine gewisse Sichtinderung im Lehrabschnitt iiber Folgen nétig,
den der Lehrplan ja fordert. Er orientiert sich bei der Frage, wieweit die Theorie der
hyperreellen Zahlen mit Schiilern zu treiben ist pragmatisch an einem mittleren Niveau,
welches gestattet, dass sowohl die neuen Zahlen in Schiileraugen konkret erscheinen als
auch dass Einsichten iiber die Art ihres Gebrauchs entstehen. Diese Konkretisierung
durch reelle Zahlenfolgen ist bereits von W. Schnitzspan in MU 4/83 beschrieben und
unterdessen so héufig erfolgreich erprobt worden, dass man sie uneingeschrinkt emp-
fehlen kann. Der Beitrag schlieft mit je einem kurzen Blick auf das Differenzieren und
das Integrieren.

Th. Kirski stellt am attraktiven Thema der unendlichen Reihen vor, wie eine
Behandlung mittels hyperreeller Zahlen in der Schule aussehen kann. Er beginnt mit
,»Achill und der Schildkréte® und stellt dann verschiedene Konvergenzkriterien auf die
Eulersche Grundlage. Sodann betrachtet er Reihenentwicklungen von Funktionen und
zeigt, wie auch divergente Reihen im Kontext mit hyperreellen Zahlen ihren Nutzen
haben. Alles geschieht an Beispielen, die aus dem Unterricht stammen und direkt iiber-
nommen werden konnen.

H. Wunderling stellt zundchst die VergroBerungstechnik mit infiniten MaBstabsin-
derungen vor. Sie hat sich als ein hervorragendes Mittel erwiesen, um Begriffsbildun-
gen der Infinitesimalmathematik zu veranschaulichen. Infinite VergroBerungen spielen
dieselbe rein gedankliche Rolle wie sonstige geometrische Bilder zur Stiitzung von
Beweisen. Sie fehlen in der reellen Analysis. Schiileraktivititen im Bereich der Diffe-
rentiationsregeln sind ein weiteres Thema. Sie dienen als Beispiel dafiir, wie zwanglos
Infinitesimalmathematik in den Unterricht eingebunden werden kann, und zeigen, dass
ibre Begriffe so eingéngig sind, dass Schiiler weitgehend selbststindig damit umgehen
konnen.

SchlieBlich zeigt B. Steinig, dass bei der Erweiterung der Menge der reellen Zahlen
zu der der hyperreellen die Méchtigkeit sich nicht vergroBert.

Mogen diese Artikel dazu beitragen, dass weitere Kollegen sich ermutigt fiihlen, mit
infinitesimalen Methoden die Grundlagen fiir die Analysis zu legen. Schiiler, die sich
auf diese Weise das Gebiet erschlossen haben, benutzen die hyperreellen Zahlen bei der
Losung von Ubungsaufgaben auch in der Universitit, obwohl ihnen der Grenzwertbe-
griff zur Verfiigung steht. Sie iibersetzen notfalls:

lima, = RT (a) ,

n— o0

wobei a durch (a,,) dargestellt wird und R7(a) der reelle Teil der hyperreellen Zahl a ist.

Helmut Wunderling
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Zur historischen Entwicklung der
Infinitesimalmathematik

von Detlef Laugwitz

1. Leibniz und L’Hospital

Vor genau 300 Jahren erschien das erste Lehrbuch der Differenzialrechnung, die
Analyse des infiniment petits, verfasst von Marquis Guillaume F. A. L’Hospital
(1661-1704) in Paris auf der Grundlage von Ausarbeitungen Johann Bernoullis
(1667-1748). Letzterer gehdrte zusammen mit seinem élteren Bruder Jakob (1654—1705)
zu den ersten Mitstreitern von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), dem Erfinder
des Kalkiils. Leibniz publizierte erstmals im Jahre 1684 einige einfache Anwendungen
des Differenzialkalkiils, ohne dabei saubere Begriindungen auch nur zu versuchen. Sol-
che Versuche finden sich in Briefen an kritische Zeitgenossen.

So schreibt Leibniz am 30. Mirz 1690 an John Wallis (1616-1703): ,Es ist niitz-
lich, GroBen als unendlich klein zu betrachten, so dass sie, wenn ihr Verhiltnis
gesucht wird, nicht als Null anzusehen, sondern zu vernachlissigen sind, sobald sie
neben Grofen auftreten, welche unvergleichlich groBer sind. Wenn wir x + dx
haben, so wird dx vernachlissigt. Aber anders ist es, wenn wir den Unterschied zwi-
schen x + dx und x suchen. In dhnlicher Weise kénnen wir nicht x dx und (dx)2 neben-
einander stehen lassen. Wenn wir also xy zu differenzieren haben, dann schreiben
wir (x + dx)(x + dy) — xy = x dy + y dx + dx dy. Aber hier ist dx dy zu vernachlissigen,
weil das unvergleich kleiner ist als x dy + y dx. Mithin ist der Fehler in jedem speziellen
Fall kleiner als jede beliebige endliche GroRe.* (Leibniz, Math. Schriften IV, 63: meine
Ubersetzung.)

Leibniz geht, wie wir sehen, ganz pragmatisch vor. Er gibt eine Regel an, welche in
,jedem speziellen Falle‘ auf ein richtiges Ergebnis fiihrt. Das sieht zunichst nach einer
bloBen Erfahrungstatsache aus; auf theoretische Begriindungen kommen wir noch. Wir
sehen, dass ein GroBenbereich, dessen Mafzahlen sicherlich die reellen Zahlen sein sol-
len, durch ideale Elemente dx, dy, ... erweitert gedacht wird, welche die Eigenschaft
haben, dass ein (positives) dx kleiner ist als jede (positive) reelle GroBe. Sodann werden
die algebraischen Rechenregeln wie iiblich angewendet. Wie man an den durchgefiihr-
ten Beispielen sehen kann, werden am Ende einer Rechnung die Differenziale durch
Nullen ersetzt. (In diesem letzten Schritt habenr wir der Geschichte etwas vorgegriffen;
man merkte nédmlich bald, dass die Festsetzung des Vernachlissigens einer GroBe gegen
eine unvergleichlich Gréfere nicht immer gut gasst. Beispielsweise bekommt man
Schwierigkeiten bei (x + dx)? — x* = 2x - dx + (dx)? fiir x = O1)

Das Rezept ist brauchbar bei algebraischen Ausdriicken. Leibniz behandelt schon
1684 die Wurzelregel:

dy
didy = Jy+dy-Jy= 2 |
Ny +dy + .y

und da im letzten Ausdruck dy neben y vernachliissigt werden kann, d J;z =dyl2.]y.
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Als Bernoulli und L’Hospital das Buch vorbereiteten, hatte der Kalkiil bereits schone
Erfolge in Geometrie und Mechanik erzielt, und zwar auch bei Variationsaufgaben, wel-
che wir nicht mehr zum Anfingerstoff rechnen. Es war eine Methode zum Problem- 16sen
gefunden, zur Analyse im urspriinglichen Sinne des Wortes. Die spiitere Bezeichnung
Analysis fiir die Differenzial- und Integralrechnung leitet sich vom Titel des ersten ein-
schligigen Buches her. Das Buch selbst versucht im Ansatz eine synthetische Darstel-
lung, d. h. eine solche, die von vorangestellten Prinzipien (Axiomen, Postulaten)
ausgeht und deduziert. Was Leibniz in Worte fasste, wird nun als Gleichung y + dy =y
postuliert, eine Schreibweise, die bald Anstol erregte, denn in der Rechnung soll ja
zunichst dy nicht gleich Null sein.

Leibniz hatte sich als Philosoph viele Gedanken gemacht iiber Gleichheits- und
Aquivalenzrelationen, aber er setzte das nicht in den Kalkiil um. Wir schreiben jetzt a = b,
wenn wir echte Gleichheit meinen, und benutzen ein anderes Zeichen, etwa =, fiir Fast-
Gleichheit, also a = b wenn a — b unendlich klein ist. AuBerdem ist es zweckméBig, den
Zahlbereich der reellen Zahlen, unser IR, und den gréBeren, der auch die unendlich klei-
nen Zahlen enthilt, sorgfiltig auseinander zu halten. In unserer Mengenschreibweise,
die natiirlich ebenso unhistorisch ist wie das Zeichen =, schreiben wir *IR und sprechen
etwa von hyperreellen Zahlen. Da mag es den echten Historiker grausen — aber wenn
wir uns stets dariiber im Klaren sind, dass wir unsere moderne reichhaltigere Fachspra-
che benutzen und diese den historischen Sachverhalt im Einzelfall nicht ganz treu
widerspiegelt, dann kann es nicht viel schaden. Das Problem, dass die Sprache der
Quellen weniger oder auf andere Weise ausdrucksfahig ist als die heutige Fachsprache,
dieses Problem hat jeder Historiker.

In unserer Sprache lésst sich das Rezept von Leibniz und L’Hospital klar formulie-
ren; Man rechne in *IR. Wenn ganz am Ende der Rechnung eine Fast-Gleichung a = b
erscheint derart, dass a fast gleich einer reellen Zahl ist, so muss auch b fast gleich die-
ser reellen Zahl sein. (Wer es ganz vornehm haben will, kann von einem Homomeorphis-
mus eines Teiles von *IR nach IR sprechen und diesen Homomorphismus mit s¢
bezeichnen, Bildung des Standard-Teils von a. Der Leser wird leicht verifizieren, dass
st(a + b) = st a + st b, st(a - b) = (st a)(st b), falls alle auftretenden Standard-Teile exi-
stieren. Das ist fiir 1/dx nicht der Fall!)

Wir wollen gleich noch etwas weiter modernisieren. Aus dem Brief an Wallis kennen
wir Leibniz’ Beweis fiir die Produktregel: Er schreibt eine Gleichung in Differenzialen,
und wenn man darin zu Standard-Teilen iibergeht, bekommt man 0 = 0 und ist nicht kli-
ger geworden. Daher wollen wir, wie es bald geschah, lieber Quotienten von Differenzia-
len verwenden und in der Herleitung x und y als Funktionen von ¢ auffassen, mit

dx =x(t + df) — x(t) usw.
Dann haben wir

dxy) _ 1 _ = LY ax L 8X
—a —dt[(x+dx) (y+dy) —xy] —xdt+dz)+dtd).

Die Ableitungsfunktion setzt sich erst ab etwa 1800 durch. Wir verwenden sie so-

‘dy dx_ dx

gleich: Wenn bei festem ¢ = ¢, alle Differenzial-Quotienten 4X Gen gleichen Standard-
Teil haben, unabhingig von der Wahl des unendlich kleinen dt, so heiflt dieser Stan-
dard-Teil Ableitung x' (7p); die Funktion x(¢) heiflt an der Stelle ¢ differenzierbar.

Wir lesen aus unserer Rechnung nach Ubergang zu den Standard-Teilen ab: Wenn x
und y differenzierbar sind, so ist auch x - y differenzierbar, und es gilt die Produktregel

(xy)' =xy" +x'y.

6
MU 1 - 1997



Leider ist nun alles etwas umstidndlicher geworden als bei Leibniz, aber das miissen
wir der Genauigkeit halber in Kauf nehmen. Der Ditferenzial-Quotient ist ja im Allge-
meinen eine hyperreelle Zahl, die Ableitung ist bei reellem Argumentwert stets reell.
Quotientenregel und Kettenregel mag der Leser selbst beweisen. Damit haben wir den
wichtigsten Teil der Differenzialrechnung begriindet. Die Integration lassen wir
zunidchst beiseite und wenden uns Euler und seiner ,algebraischen Analysis‘ zu.

2. Leonard Euler und die Analysis des Unendlichen

Euler wurde 1707 in Basel geboren. Dort lernte er bei Johann Bernoulli die neueste
Mathematik so selbstverstindlich wie andere das kleine Einmaleins. Schon mit 20 Jah-
ren verlieB er Basel fiir immer. Er wirkte in St. Petersburg, von 1741-1766 in Berlin,
und dann wieder bis zu seinem Tod 1783 in St. Petersburg. Er war der herausragende
Mathematiker des 18. Jahrhunderts, auf allen Gebieten auch denen der Anwendungen.
Niemand sollte versidumen, das kiirzlich erschienene Bindchen zu lesen, welches der
Leiter des Basler Euler-Archivs, E. Fellmann, verfafit hat; auch der Band zum 200.
Todestag Eulers ist lohnend (Fellmann 1995, Euler 1983). Wir bringen nur winzige
Ausschnitte aus Eulers monumentalem Werk, aber solche, welche die Denkweise sei-
ner Zeit gut verdeutlichen.

Gelegentlich hatten schon Leibniz und die Bernoullis von unendlich groen Zahlen
Gebrauch gemacht, nicht nur von den unendlich kleinen der Diffenzialrechnung. Véllig
selbstverstindlich geht Euler mit unendlich groflen natiirlichen Zahlen um und denkt
sich unendliche Reihen auch iiber Summanden mit unendlich gro3en Indizes erstreckt.
Sehr zu empfehlen ist die 1734 verfafSte Abhandlung iiber die harmonischen Reihen
(De progressionibus harmonicis observationes, Euler Op. ser. I vol. 14, 73-86).

Es war lidngst bekannt, dass die Integration der Hyperbelfunktion y = 1/x den natiir-
lichen Logarithmus ergibt, und wenn man Obersummen und Untersummen zu ganz-
zahligen Teilpunkten bildet, erhdlt man mit Euler

N

Zr% = logN + C,,

n=1
und zwar ist fiir unendlich groBe N stets Cy = C = 0,577... mit der sogenannten Euler-
schen Konstanten C. Damit folgt sofort

2N
Z(—l)”“_1_1+1_1+_ 11
n 23 4 2N-1 2N
—1+1+1+1+ +—1'—+i—2(1+1+ +i)
- 2°3 4 7T 2N-1 2N 2 4 72N

Il

21v1 N :
2;—25 = log2N+ C,, - logN-C,,

n=1 n=1
=~log2N ~logN = logz—}év =log2.

Euler erhilt nach dem gleichen Muster auch zuvor noch nicht bekannte Summen-
werte. Der Leser finde selbst Eulers Reihe fiir log3 = log3N — logN.

7
MU 1 - 1997



Es ist nicht schwer, diese Reihensummen durch Betrachtung endlicher Partialsum-
men und anschlieBenden Grenziibergang ,streng* zu verifizieren — aber fiir Euler gibt es
keine Grenzwertiiberlegungen. Und wir wollen ja seine und seiner Zeitgenossen Denk-
weise kennen lernen und nicht mit unserem spiteren Besserwissen an die Sache heran-
gehen.

In der Sekundirliteratur hilt sich hartnickig das Urteil, Euler habe sich nicht um
Konvergenz gekiimmert. Doch findet sich bereits in der friihen Arbeit iiber die harmoni-
schen Reihen ein Konvergenzkritierium, genauer: Eine Bedingung dafiir, wann eine
Reihe eine endliche Summe hat. Wenn eine Reihe eine endliche Summe hat, dann ist
das, was nach einem unendlichen Gliede hinzugefiigt wird, in Wirklichkeit unendlich
klein. Und umgekehrt, wenn das, was aus der Fortsetzung iiber einen unendlichen Term
hervorgeht, von endlicher Gréfe wire, miisste die Reihensumme notwendigerweise
unendlich groB sein. (Die letzte Bedingung gilt so nur fiir Reihen mit nichtnegativen
Gliedern!)

In Formeln: Zan ist endlich (die Reihe ist konvergent) genau dann, wenn fiir
unendlich groBes N stets gilt zn oy @, ~0.

Euler ist niemals besonders interessiert gewesen an allgemeinen begrifflichen Eror-
terungen, sie sind ihm aber, wie wir hier sehen, nicht fremd. Vielmehr geht es ihm um
die algorithmische Anwendung.

Fiir die allgemeine harmonische Reihe le haterbeiO<p<1

2N n
Z—1->N~ L _ Lytr
o’ 2N)”?  2F

und das ist unendlich groB, die Reihe divergiert. Fiir p > 1 kann er auf Konvergenz
schlieBen. Das alles war ldngst bekannt, etwa durch Integralvergleich, und wenn Euler
es hier erneut beweist, so vermutlich, um seine Konvergenzbedingung zu benutzen, die
dann auch fiir alternierende Reihen niitzlich ist, bei denen der Integralvergleich nicht
greift. (Fiir weitere Einzelheiten sei auf mein Buch von 1986 verwiesen.)

Eulers Originalarbeiten waren schwer zuginglich, da sie versteckt publiziert wurden
und meist in Latein, nur manchmal in Franzosisch abgefasst waren. So wirkten auf brei-
tere Kreise vor allem seine Lehrbiicher, die bald auch in (allerdings schlecht) kommen-
tierten deutschen Ubersetzungen erschienen. Offenbar wurde Latein auch damals schon
nicht von allen interessierten Lesern hinreichend verstanden! Das Bild von Euler als
Mathematiker wurde fiir lange Zeit mehr von diesen elementaren Biichern gepriigt als
von den tieferen Originalarbeiten. Das wollen wir im Auge behalten, wenn wir uns jetzt
seiner Introductio in analysin infinitorum (erschienen 1748) zuwenden. Die spiitere
Ubersetzung von H. Maser ist heute in einem Nachdruck mit brauchbarem Kommentar
bequem erhiltlich.

Die wéortlich richtige Titeliibersetzung Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen
sollte man vielleicht durch die sinngemiBere Einfiihrung in die Problemlosung mittels
der Unendlichen [Zahlen und Prozesse] ergiinzt denken. Euler algebraisiert unendliche
Reihen, Produkte, Kettenbriiche. Er tastet die Moglichkeiten ab, welche sich durch for-
male Verallgemeinerung aus der algebraischen Rechnung mit endlichen Formelaus-
driicken und Unendliche ergeben. Insbesondere werden Potenzreihen als Polynome
unendlichen Grades behandelt.
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Typisch ist sein Vorgehen bei der Exponentialfunktion, welche definiert (!) wird als

x XN
e _(1+N)

mit einer unendlich groffien natiirlichen Zahl N. Darauf kann er die Binomialformel
anwenden und erhélt:
X lN(N—l)xz 1IN N-1)(N=-2) Sy

14N =
N PARNING 3! N

2 3
1\x 1 2 \x
=1+x+(1_ﬁ)2'+(1 Nj(l__)§

Nun wird es bedenklich: Da 1_ ]% = ... = 0, bekommt man die Reihenent-
wicklung N
2 E
e =1+x + = + T +.

Euler weif} ganz genau, und sagt es an anderen Stellen auch, dass man unendlich
viele unendlich kleine Fehler nicht einfach zu Null aufsummieren kann — das zeigt ja
schon das Integral als Summe unendlich vieler unendlich kleiner Rechtecksflichen.
Dass die Reihe konvergiert, wenn x reell oder sogar komplex ist, kénnte er leicht aus
seinem Konvergenzkriterium beweisen, welches er allerdings im Buch nicht erwihnt.
Man braucht ja fiir den Reihenrest im Unendlichen nur eine geometrische Majoranten-
reihe heranzuziehen. Dann sind die Partialsummen endlicher Linge schlieBlich beliebig
nahe beim Summenwert, und da die Partialsummen derselben Linge fiir die Binomial-
entwicklung sich nur unendlich wenig von jenen unterscheiden, folgt die Behauptung.

X N . . ° . .
Jedenfalls sollten wir e = (1 + ]%) schreiben. Die Uberlegung zeigt nebenbei,
dass es auf die spezielle Wahl der unendlich groBen natiirlichen Zahl N nicht ankommt.

- oo v _ x N At I/N
Wenn y = €%, soist x =log y. Aberaus y = (1+1le folgt x = NGy - 1).

Da eine N-te Wurzel im allgemeinen N komplexe Werte hat, wird man die unendli-
che Vieldeutigkeit des Logarithmus erwarten. So 16st Euler im Jahre 1749 im algebrai-
schen Stil seiner Introductio eine Streitfrage, die seine beiden groBen Vorginger in den
Jahren 1712-1713 erregt hatte. Der Briefwechsel war 1745 erschienen, und Eulers Auf-
satz ist betitelt: De la controverse entre Mrs. Leibniz et Bernoulli sur les logarithmes
des nombres negatifs et imaginaires (Euler Op. ser. I, vol 17).

Der Aufsatz ist in der Sprache des Hofes zu. Berlin geschrieben und sollte wohl nach
Eulers Absicht eine breite Leserschaft finden. Dafiir spricht auch eine ausfiihrliche
Erorterung von Details in diesem Meisterstiick der Darstellung, das auch Studenten und
Schiilern zugénglich ist.

Euler bespricht die Argumente der beiden Kontrahenten. Bernoulli hatte ge-
memt es sei log(— 1) = 0, was man aus der Funktionalgleichung begriinden kénnte:
=logl= log(—l) = 2log(-1). Leibniz hielt entgegen, dass die Exponentialfunktion
fur alle reellen Argumente positiv ist, sodass der Logarithmus von —1 sicher nicht reell
sein kdnne. Beide fiihrten noch weitere Begriindungen auf. Bis zu Eulers iiberraschen-
der Losung blieb die Angelegenheit ungeklirt. Dieser berechnet nun auch noch die
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unendlich vielen Werte explizit. Nehmen wir etwa y = 1, so ist nach der bekannten For-

mel von de Moivre
1

)“N = COS%]T\[Tg+i' sinz%y
fir jede ganze Zahl g. Fiir endliches g hat man N cosgj—rﬁ—] =0 und

Nsing—j% =27g, also log 1 = 2mg fiir jede ganze Zahl g. Allgemein fiir komplexes
z# 0 erhilt Euler log z=1log r + i(0. + 2mg), wenn z = r(cosC + i - sind. ).
Der kundige Leser wird bemerken, dass Euler das alles mit seiner beriihmten Formel

¢'” = coso+i-sino auch einfacher hitte haben konnen — durch Anwendung der

. . . ' i (00+2
Funktionalgleichung des Logarithmus auf z = r-¢'" = r- ¢'‘***™) Er war schon

seit einigen Jahren im Besitz dieser Formel, aber sie war noch nicht allgemein akzep-
tiert. Und selbst seine algebraische Losung der Kontroverse iiberzeugte nicht alle Zeit-
genossen; d’ Alembert verteidigte die Bernoullische Position noch bis 1761.

Warum war die Frage eigentlich so wichtig, dass die groten Geister sich ihrer nach-
haltig annahmen? Ein Hauptproblem zu Anfang des Jahrhunderts war die unbestimmte
Integration. Wihrend man fiir die Differentiation von Funktionen einen Algorithmus
hatte, der z. B. aus rationalen Funktionen wieder rationale Funktionen herstellt, war das
bei der Umkehroperation, der Integration, weniger einfach. Im Jahre 1702 hatten Leib-
niz und Johann Bernoulli unabhiingig voneinander die Integration der rationalen Funk-
tionen durch Partialbruchzerlegung untersucht. Aus

1 1 1 1 }
2ol 2a Lx-a x+a
bekommt man die Formel

J_ dx_ _ 1,.x-a

PoP 2a 8+ra’

und es lag nahe, diese Gleichung auch fiira = i = J——l zu verwenden, selbst wenn man

schon wusste, dass hier der Arkustangens auftrat, der dann eben auf Logarithmen kom-

plexer Zahlen zuriickgefiihrt werden konnte. Daher waren diese durchaus von Interesse.
Man hitte der Losung schon etwas niher kommen kénnen, wenn man in

j dx 11 xX—1

= ~log——
2 2
Y _a 20 Tx+i
Integrationsgrenzen gewihlt und die bekannten Werte des Arkustangensintegrals einge-
setzt hitte:

oo

+
dx 1
T = J = —[logl-1logl]
£l 2

— oo

oo

b J dx 1
Z = = —[logl -log (-1)]
2 x2+1 2i

0

0
T J dx 1
T = - [log (~1) —log1]
2 1 A

oo
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Schon aus der ersten Beziehung sieht man, dass man log ! nicht nur den Wert 0
zuschreiben kann, und die beiden anderen Gleichungen legen log(-1) = £in nahe. Wel-
che Werte man im Einzelfall zu nehmen hatte, das konnte auch Eulers algebraische
Losung nicht entscheiden. Dazu bedurfte es noch eines ganzen Jahrhunderts, bis Rie-
mann seine Flidchen einfiihrte, die die Behandlung mehrwertiger Funktionen durchsich-
tig machen sollten. Die Riemannschen Fldchen waren iibrigens gerade aus dem
Problem der Integration algebraischer (und speziell rationaler) Funktionen hervorge-
gangen.

Von den Untersuchungen zu weiteren elementaren Funktionen in der Introductio sei
hier noch die Reihenentwicklung des Logarithmus erwéhnt, die ebenfalls an die Aufls-

N
sung von y = ( 1+ ]%) nach x ankniipft. Setzt many = 1 + A, x = log(1 + k), so hat man
log(l+h)=1+mN_1.

Seit Newton war es legitim, die Binomialreihe auch fiir beliebige reelle Exponenten
zu verwenden, und damit erhilt man fiir 14l < 1:

1, N 1(1 2 N 1(1 1 3
]Og(]+h) = Nﬁh+aﬁ(ﬁ_l)h +§ﬁ(ﬁ—1)(——2)h + ...

2 3
h  h
~h—7+§—+...

3. Kiritik und friihe Rechtfertigungsversuche

Der wunde Punkt beim Leibnizschen Kalkiil war die ,,Gleichheit” x + dx = x. Die
vehementeste Kritik an der mangelhaften Begriindung des Kalkiils kam nach 1700 aus
Paris, dem damaligen Zentrum der Forschung, wo auch Leibniz selbst von 16721676
im Kontakt mit Huygens und aus Schriften von Pascal die entscheidenden Anregungen
erhalten hatte. Am 2. Februar 1702 schreibt Leibniz an seinen Pariser Verbiindeten
Varignon einen ausfiihrlichen Brief, den dieser sofort veroffentlicht. Einige Jahre spéter
bekennen sich die Pariser zum neuen Kalkiil, und auf dem Kontinent gibt es dann kaum
noch Einwinde.

Leibniz gibt mehrere Rechtfertigungsgriinde. Man konne die unendlichen und
unendlich kleinen Strecken, selbst wenn man sie nicht als reelle Dinge betrachte, unbe-
denklich als ideale Begriffe verwenden, dhnlich wie die imaginiren Zahlen. Es sei
bequemer, ein fiir allemal den Begriff des Unvergleichbarkleinen einzufiihren, statt
stets von Grofen zu reden, die unbegrenzter Verminderung fihig sind. (Doch, wie der
oben zitierte Brief an Wallis schon zeigte, rechtfertigt die letztere Sprechweise den Kal-
kiil, indem sie zeigt, dass der Fehler stets kleiner ist als jede angebbare GroBe.)

Das ist ein sozusagen pragmatisches Argument: Der Kalkiil mit Differenzialen ist
bequemer als die Redeweise von den sich bestindig vermindernden Gréfen, also die
Grenzwertmethode, welche iibrigens Newton propagierte. Dann kommt aber noch ein
,metaphysisches‘ Argument, eine Berufung auf das allgemeine Kontinuitdtsprinzip.
Leibniz sagt, die Regeln des Endlichen gelten im Unendlichen weiter, und umgekehrt
gelten die Regeln des Unendlichen fiir das Endliche. Das ist eine interpretationsbediirf-
tige Fassung. Welche Regeln sind gemeint? Sicher gehoren dazu die algebraischen
Regeln, wie er sie ohne weiteres von den reellen Zahlen auf die Differenziale iibertréigt.
Aber auch der Eulersche Gebrauch unendlich groBer natiirlicher Zahlen entspricht die-
sem Prinzip von der Permanenz der Rechenregeln. Leibniz selbst hat zu wenig aufge-
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schrieben, und eine systematische Darstellung fehlt ganz. Man kann also bei ihm nicht,
wie es bei Euler immerhin moglich scheint, aus dem tatséchlichen Gebrauch mit voller
Sicherheit auf die Bedeutung allgemeiner Aussagen iiber die Giiltigkeit von Regeln
schlieen.

Wenn wir Eulers Gebrauch des unendlich GroBen und Kleinen in den Arbeiten zu
den Reihen und in der Introductio noch mit diesem Prinzip in Einklang bringen konnen,
so geht das nicht mehr ohne weiteres in seiner Differenzialrechnung, die 1755 erschien.
Dieses Buch enthilt ein ganzes Kapital Vom Unendlichen und vom unendlich Kleinen,
mit dem man kaum etwas anfangen kann und das wohl mehr Verwirrung stiftete als
Klarheit brachte. Ich gehe hier nicht weiter darauf ein (und weise auf mein Buch von
1986, S. 206-211, hin).

Der Kalkiil bezog seine Uberzeugungskraft aus den unbestreitbaren Erfolgen, die er
im 18. Jahrhundert zeitigte. Das Bediirfnis nach einer sauberen Begriindung war aber
nicht zu unterdriicken. Hier ist vor allem J. L. Lagrange (1736-1813) zu nennen, der
1766 Nachfolger Eulers in Berlin wurde. Er veranlasste 1784, ein Jahr nach Eulers Tod,
ein Preisausschreiben der Berliner Akademie. In der Aufgabenstellung wird darauf
angespielt, dass viele Philosophen und Mathematiker das Unendliche fiir widerspruchs-
voll hielten. Als Aufgabe wird gestellt zu erkldren, wie so viele richtige Resultate aus
einer widerspruchsvollen Annahme hergeleitet werden konnen, und es solle ein klares,
wahrhaft mathematisches Prinzip angegeben werden, welches das Unendliche zu erset-
zen vermoge, ohne dass jedoch die Einfachheit und Knappheit der Herleitung verloren-
gehe.

Keine der etwa zwei Dutzend eingereichten Arbeiten befriedigte Lagrange, so dass
er schlieBlich 1797, dann in Paris, seinen eigenen Losungsvorschlag publizierte. Der
lange Titel seines Buches sagt deutlich, was Lagrange vorschwebte: Theorie der analy-
tischen Funktionen, enthaltend die Grundlagen des Differenzialkalkiils, befreit von jeg-
licher Betrachtung des unendlich Kleinen, der Verschwindenden, der Grenzwerte und
der Fluxionen, und zuriick gefiihrt auf die algebraische Analyse der endlichen Grofen.

Lagrange’s analytische Funktionen sind (formale) Potenzreihen

f(x+h) = f(x)+h-g(x) +h°[...].

die er ohne Konvergenziiberlegungen zu behandeln sich vorgenommen hat. Wenn sein
Versuch auch scheiterte, so hat er doch einen nachhaltigen Einfluss ausgeiibt. Das g(x)
in der obigen Formel ist die abgeleitete Funktion, fiir die er f'(x) schreibt. Die Ablei-
tungsfunktion tritt von jetzt an gegeniiber dem Differenzialquotienten in den Vorder-
grund. Da Lagrange auch Anordnungseigenschaften untersucht, kann er erstmals
Restglieder abschitzen. Es sei noch angemerkt, dass auch Lagrange, wenn es um die
Anwendungen ging, pragmatisch dachte. In seiner analytischen Mechanik wird mit Dif-
ferenzialen gerechnet.

4. Neue Anforderungen aus der Physik

Schon um 1750 hatte sich gezeigt, dass die algebraisch-algorithmische Auffassung
von Funktion fiir physikalische Anwendungen nicht ausreichte. Das beriihmte Beispiel
ist die schwingende Saite, fiir deren Behandlung Daniel Bernoulli (1700-1782), ein

Sohn Johanns, trigonometrische Reihen wie Y 4, sinnx unentbehrlich fand.

Er und Euler erkannten, dass solche Reihen ziemlich willkiirliche Funktionen dar-
stellten, die sich ganz anders verhielten als die bisher zugelassenen Funktionen. Insbe-
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sondere brauchten sie nicht durchweg demselben ,,Gesetz* zu geniigen. So fand man,
dass

sin2x  sin3x
+ +

3
fir O<x<2m gleich T%C ist, fiir 2n<x<4m aber gleich

Die Summenfunktion ist stiickweise linear und springt an allen ganzen Vielfachen
von 27, Euler fand das durch Summation der geometrischen Reihe mit dem Quotienten

q

sinx +

3n-x

ix

= re",
i rneinx - 1 — 1- re_
s 1—re™  (1-re"y(1-re™

_ 1l —rcosx +irsinx

)

1-2rcosx+r°
und fiir den Realteil ergibt sich dann

2 3 1—-rcosx
l+rcosx+rcos2x+r cos3x+... =

SE——
1-2rcosx+r

Das ist richtig fiir 0 < r < 1, doch verwenden wir die Formel mit Euler zunichst
unkritisch auch fiirr = 1,

1
1+cosx+cos2x+cos3x+... = =.

2
(1754; vgl. Opera ser. 1, 14, S. 542-584 und 15, S. 435-497.)

Integration fithrt tatséchlich zu

sinpx TW—x ..
2 = 5 fir 0<x<2m,
n

n=1
wobei sich die Integrationskonstante aus dem Wert O der Reihe fiir x = 7 ergeben hat.

Anders als 20 Jahre zuvor rechnet Euler nicht mehr mit eventuell unendlich groBen
Werten divergenter Reihen, sondern er ordnet solchen Reihen den Zahlwert des Aus-

drucks zu, aus dessen Entwicklung die Reihe entstanden ist, hier also 1—1[} fiir die Ent-

wicklung in die geometrische Reihe. Der Physiker Daniel Bernoulli schliet sich in drei
Noten aus den Jahren 1771-1773 dieser algorithmischen Auffassung an und entwickelt
sie weiter (D. Bernoulli, Werke Bd. 2, Basel 1982; der Herausgeber sieht das als eine
Anwendung des leibnizschen Kontinuititsprinzips).

So fragwiirdig die Methode uns erscheinen mag, so waren die Erfolge doch nicht zu
bezweifeln. Und wie bei den Differenzialen haben wir die Herausforderung: Eine
erfolgreiche Vorgehensweise sollte sich auch sauber begriinden lassen. (In meinem
Buch von 1986 ist (S. 181 ff.) ausgefiihrt, wie man das heute tun kann.)

Die moderne feldtheoretische Auffassung der Physik beginnt mit der Theorie der
Wiirme, welche J.-B. Joseph Fourier (1768—1830) ab 1807 ausarbeitet und die schlie$3-
lich alle physikalischen GroBen als Losungsfunktionen von (parziellen) Differenzial-
gleichungen betrachten will. Da diese Funktionen reellen MeBwerten der
physikalischen GroBen zu entsprechen haben, sieht man nur noch solche Funktionen als
brauchbar an, welche fiir jeden reellen Argumentwert einen reellen Funktionswert lie-
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fern; damit sind diejenigen Funktionen, welche durch formale Ausdriicke inklusive
divergenter Reihen gegeben sind, zundchst ins Abseits geraten.

5. Cauchy 1821: Stetigkeit und Konvergenz

Neben Fourier und Simeon Denis Poisson (1781-1840) war Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) einer der fruchtbarsten Bearbeiter der neuen mathematischen Physik. Ab
1816 lehrte er an der Pariser Ecole polytechnique, die seit ihrer Griindung 1795 ein
reguldres, anspruchsvolles Grundstudium in Mathematik anbot, welches fiir die Ent-
wicklung des universitiren Lehrbetriebs beispielhaft werden sollte. Brauchbare Lehrbii-
cher gab es kaum, wenn man von dem von Lacroix hier einmal absieht, und Cauchy
wurde gedringt, Texte zu seinen Vorlesungen zu verfassen. Was daraus wurde, sind
allerdings eher systematische Darstellungen zu den Grundlagen der Analysis als fiir die
damaligen Studenten brauchbare Lernhilfen. Wie so mancher Lehrbuchverfasser nach
ihm dachte Cauchy beim Abfassen wohl mehr an die wissenschaftliche Forschung als
an die Lehre fiir Anfianger. Doch verdanken wir dieser Tatsache grundlegende Neuge-
staltungen der Analysis. Cauchy begriindete die Ablosung des algorithmischen Denkens
durch ein Denken in Begriffen.

Funktionen waren nicht mehr durch Ausdriicke gegeben. Im Cours d’analyse von
1821 beginnt das Kapitel I iiber Reelle Funktionen mit dem Satz: ,,Wenn verinderliche
GroBen so miteinander verkniipft sind, dass bei Vorgabe des Werts der einen von ihnen
die Werte aller anderen erschlossen werden konnen, dann denkt man sich gewdhnlich
diese verschiedenen Grofien mittels einer von ihnen ausgedriickt, welche dann den
Namen unabhéngige Verinderliche tragt; und die anderen mittels der unabhéngigen
Verinderlichen ausgedriickten Groe sind das, was man Funktionen dieser Verédnderli-
chen nennt. Und das Kapitel II beginnt: ,,Man sagt, dass eine veridnderliche Grofe
unendlich klein wird, wenn ihr Absolutbetrag unbegrenzt abnimmt, derart, dass er
gegen die Grenze Null konvergiert.*

Die Beschreibungen hier wird man nicht ohne weiteres als Definitionen ansehen,
aus welchen Sitze deduziert werden kdnnen; es handelt sich eher um Erlduterungen des
Sprachgebrauchs. Und man kann auch nicht deutlich sehen, ob Cauchy sich von der
Auffassung einer Funktion als eines ,,Analytischen Ausdrucks® distanziert. Es kommt
eben darauf an, wie gearbeitet wird, und das zeigt sich beim Begriff der Stetigkeit von
Funktionen. Es wird aus der begrifflichen Eigenschaft gefolgert, nicht aus der Darstel-
lung durch einen speziellen Ausdruck.

Die Stetigkeit einer in einem Intervall gegebenen Funktion f(x) wird in § 2 von
Kapitel II definiert: Sei o ein unendlich kleiner Zuwachs von x. Dann heift f{x) stetig
in diesem Intervall, ,,wenn der Absolutbetrag von f(x + a) — f(x) mit dem von a unbe-
schrinkt abnimmt. Mit anderen Worten, die Funktion f(x) wird stetig beziiglich x inner-
halb der gegebenen Grenzen sein, wenn in diesen Grenzen ein unendlich kleiner
Zuwachs der Variablen stets einen unendlich kleinen Zuwachs der Funktion selbst her-
vorbringt.” Diese alternative Erkldrung druckt Cauchy Kursiv.!

Das sieht ganz so aus, als wire die Redeweise vom unendlich Kleinen nur eine
Abkiirzung fiir ,,gegen die Grenze 0 gehen“. Aber man muss nachsehen, wie Cauchy
damit arbeitet, und dazu betrachten wir sein Theorem I iiber stetige Funktionen: Wenn
f(x, y) in der Umgebung von (x, y) in jeder der Verdnderlichen x, y stetig ist, dann hat
f(x, ¥) den Limes f(xq, yo), wenn x, y gegen xg, ¥ konvergieren.
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Die Formulierung sagt nichts von unendlich kleinen GroBen, und es gibt ,,Gegen-

beispiele, etwa f(x, y) = 2xy 5 fiir (x, y) # (0,0), £(0,0)=0.
X +y

Fiir jedes feste reelle x ist die Funktion stetig in y, fiir jedes feste y ist sie stetig in x.
Setzt man x = y = ¢ und ldsst 7 gegen 0 gehen, so ergibt sich 57 0.

Wie beweist Cauchy den so offensichtlich falschen Satz?

Es bezeichnen o, B unendlich kleine GroRen.
Dannist fix+ o,y + B) - fr, ) = [fOx+ o0,y + B) = flx + o, )] + [f(x + o0, y) — fx, )]
unendlich klein, weil die erste Klammer rechts wegen der Stetigkeit in der zweiten
Variablen eine unendlich kleine GroBe ist, die zweite wegen der Stetigkeit in der ersten
Variablen.

Wie steht es mit unserem Gegenbeispiel und der ersten der beiden Klammern bei
x=y=07?

Sie wird zu

20( 5 » und das ist fiir unendlich kleine GréBen o, B nicht immer
o

+
unendlich klein, z. B. nicht fiir o« = B #0.

Cauchy gibt selbst in anderen Zusammenhingen gern Gegenbeispiele, und es kann
angenommen werden, dass er solch ein Beispiel wie unseres hier selbst gesehen hiitte.
Man wird seine Voraussetzung daher so zu interpretieren haben, dass f(x, y) in der Ver-
dnderlichen y stetig ist fiir jedes feste x = x{ + a4, x| reell und a, eine (feste!) unendlich
kleine GroB3e. Das scheint der anfangs gegebenen Beschreibung der unendlich kleinen
Grofen als Variable, die gegen Null konvergieren, allerdings zu widersprechen.

Ein analoges Dilemma finden wir bei Cauchys Theorem I iiber konvergente Reihen
stetiger Funktionen. Seien s,(x) die Partialsummen einer Reihe, also stetige Funktionen,
und konvergiere diese Folge fiir alle x eines Intervalls. Die Grenzfunktion sei s(x). Dann
hat man

s+ o) —s(x) = [s(x+ o) = 5,0 + o))+ [5,0x + 00 ) — 5,(0)] + [5,(x) — s(x)],
und hier ist die zweite Klammer rechts wegen der Stetigkeit von s, bei unendlich klei-
ner Grofle o immer unendlich klein. Sicher ist wegen der Konvergenz bei x die letzte
Klammer absolut kleiner als ein gegebenes reelles € > 0 fiir n > N(¢). Wenn das auch
fiir die erste Klammer gilt, erhalten wir Is(x + o) — s(x)l < 3¢ fiir beliebiges positives
reelles €; also ist s(x +0.) — s(x) selbst eine unendlich kleine GroBe, s(x) also eine ste-
tige Funktion. Und das formuliert Cauchy tatsichlich als Satz: ,,Wenn die verschiede-
nen Glieder einer Reihe Funktionen der Variablen x sind, welche beziiglich dieser
Variablen stetig in der Umgebung eines speziellen Wertes sind, fiir welche die Reihe
konvergent ist, so ist die Summe der Reihe in der Umgebung dieses speziellen Wertes
auch eine stetige Funktion von x.*

Der Originaltext ist: ,,Lorsque les différens termes de la série sont des fonctions
d’une méme variable x, continues par rapport a cette variable dans le voisinage d’une
valeur particuli¢re pour laquelle la série est convergente, la somme s de la série est
aussi, dans le voisinage de cette valeur particuliére, fonction continue de x.

Es wird also Konvergenz in der Umgebung von x = x;, vorausgesetzt, und im Beweis
wird das so verwendet, dass s,(x; + o) fiir reelles festes x; und unendlich kleines
festes o, gegen s(x; + o) konvergiert.

Hier ist es nun ganz sicher, dass Cauchy die nabe liegenden Gegenbeispiele, Fou-

rier-Reihen fiir unstetige Funktionen, sehr wohl kannte, denn er verwendete sie in sei-

2
nx

nen Forschungsarbeiten schon seit Jahren. Noch einfacher setze man 5, (%) =
1+nx
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Diese Folge stetiger Funktionen konvergiert fiir alle reellen x#0 gegen 1, fiir x = 0
aber gegen 0. Was ist in der Umgebung von x = 0 los? Fiir x = o betrachten wir ver-
schiedene ,,Variable mit Grenze Null“ und untersuchen s,(ot) auf Konvergenz. Dazu
miissen wir Cauchys Konvergenzbegritf heranziehen.

Dass die s,, gegen einen festen Limes s konvergieren, heifit ,,in anderen Worten, es
ist notwendig und es geniigt, dass sich fiir unendlich groBe Werte der Zahl n die Sum-
men s, Sy, 4 1, Sp + 2> €. ... vom Limes s, und folglich auch untereinander, um unend-
lich kleine Grof3en unterscheiden®. Sind also »n und »' beides unendlich grofie Zahlen, so
muss s, — s, eine unendlich kleine GroBe sein. (Eine unendlich groe Zahl ist eine
variable GroBe mit Limes +eo, wie Cauchy anfangs erklart hat.) 1

Wihlen wir fiir unser Beispiel eine feste unendlich kleine Grofle oo = —, m eine
unendlich grofe Zahl. Setzen wir n = m?und n' =m, so ist m

1 ]

$,(@) =5, (@) = 5-——.
und das ist nicht unendlich klein. Also ist die Voraussetzung der Konvergenz in der
Umgebung von x = 0 nicht erfiillt, es liegt kein Gegenbeispiel vor.

Es wird nicht verwundern, dass Cauchy’s Sitze fiir falsch gehalten wurden. Zuerst
duBerte sich Abel — ein groBer Bewunderer von Cauchy’s Strenge in der Analysis —
skeptisch, wenn auch nur in einer Fufinote zu seiner Arbeit iiber die binomische Reihe
vom Jahre 1826 mit einem Hinweis auf die Fourier-Reihen. Erst seit Robinson 1966 hat
man wieder versucht, Cauchy’s Rede von den unendlich kleinen GroBen und den
unendlich groBen Werten der Zahl n ernst zu nehmen, und seitdem gibt es Dutzende von
Diskussionsbeitrigen. Eine zusammenfassende Darstellung gibt Bottazzini 1992.

Man muss wohl, will man die zweifellos vorhandenen Unklarheiten verstehen, auf
die Entwicklung bei Cauchy selbst eingehen und darf nicht nur die beiden Sétze heran-
ziehen. Dass Cauchy, der ein vielseitiger und bedeutender Mathematiker war, gerade in
den beiden ersten Lehrsitzen seines Lehrbuchs von 1821 versagt haben soll, ist kaum zu
glauben, zumal besonders der zweite Satz iiber die Stetigkeit der Reihensumme, wie wir
noch sehen werden, grundlegend fiir den weiteren Aufbau ist.

In seinen zahlreichen Arbeiten zur mathematischen Physik und zur Fourier-Analyse
aus den Jahren 1814—1820 vermeidet Cauchy jegliche Rede von unendlich kleinen Gré-
Ben, er spricht nur von ,sehr klein“. In den zwanziger Jahren ist, oft in denselben
Zusammenhiingen wie frither, dann die Rede von unendlich kleinen Zahlen, und solche
werden durchweg behandelt wie eigenstindige mathematische Groen, ohne Riickgriff
auf den Variablenbegriff. Auch im Unterricht an der Ecole polytechnique hatte Cauchy
in den ersten Jahren ab 1816 das unendlich Kleine vermieden. Das stief3 auf wachsende
Kritik seitens der Kollegen, u. a. des Physikers Petit, die den didaktischen und prakti-
schen Nutzen der unendlich kleinen Grofen hervorhoben. Der Conseil d’Instruction an
der Ecole iibte 1819 und 1820 starken Druck auf Cauchy aus, aber das allein hétte bei
dem ziemlich dickkopfigen Cauchy keinen Sinneswandel bewirken kdnnen. Er muss
um 1820 eingesehen haben, dass die Infinitesimalbetrachtungen fiir die Forschung der
Zeit, in der er in stindigem Wettbewerb besonders mit Poisson stand, eine schlagkrif-
tige Methode darstellten. Allerdings hat Cauchy weiter darauf bestanden, die Ablei-
tungsfunktion zu verwenden und nicht den Quotienten unendlich kleiner Differenziale.
Vielmehr verschiebt er die Rolle der unendlich kleinen GroBen hin zum Stetigkeitsbe-
griff.

In den einfiihrenden Bemerkungen zum Cours heift es dazu: ,,En parlant de la conti-
nuité des fonctions, je n’ai pu me dispenser de faire connaitre les propriétés principales
des quantités infiniment petites, propriétés qui servent de base au calcul infinitésimal.“
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Ab 1823 bekennt er in den Vorworten der Biicher regelmiBig, dass er die Anschaulich-
keit der unendlich kleinen GroBen mit der Strenge der Analysis in Einklang gebracht
habe.

Cauchy war in den zwanziger Jahren ein viel beschiftigter Mann. Er unterrichtete
auBer an der Ecole polytechnique auch an anderen Instituten, und er publizierte Tau-
sende von Seiten pro Jahr. Die Sorgfalt in der Abfassung ist bewundernswert. Nun
muss es ihn gereizt haben, die in den Forschungsarbeiten als niitzlich erkannten unend-
lich kleinen GroBen in den gleichzeitig abzufassenden Lehrbiichern nicht nur anzuwen-
den, sondern auch streng zu begriinden. Das ging sozusagen allméhlich vor sich: Am
Anfang finden sich noch traditionelle Redeweisen von Variablen mit Grenze Null oder
Unendlich, im Laufe der Zeit gewinnen die unendlich kleinen Gréfen, bald sogar als
Zahlen bezeichnet, ihre Eigenstindigkeit, es wird mit ihnen umgegangen wie mit ,rich-
tigen‘ Zahlen. Und tatséchlich kommt 1823 der Durchbruch zu einer abstrakten Theorie
dazu, die wir in Abschnitt 7 behandeln werden.

Man kann die Cauchyschen Texte, in zeitlicher Reihenfolge und zusammen mit den
gleichzeitig verfassten Forschungsarbeiten betrachtet, unter dem Aspekt der Genese
einer neuen Theorie lesen. In einem solchen Zusammenhang, aus dem man einzelne
Sidtze nicht herausreiBen und isoliert kritisch betrachten darf, wird ein gutes Stiick
historischer Entwicklung versténdlich.

6. Cauchy und die Binomialreihe

In Kapitel IV des Cours d’analyse behandelt Cauchy das Problem, die Funktion
(1 + x)", soweit das moglich ist* in eine Potenzreihe zu entwickeln. Die Reihe war seit
Newton viel verwendet worden, und Euler und andere hatten vergeblich versucht,
Beweise fiir beliebiges reelles W zu finden. Ein gelungener Beweis von Bolzano aus
dem Jahre 1816 wurde nicht beachtet. Heute zieht man die Taylorformel mit Restglied
heran.

Cauchy definiert fiir festes x mit [ x | < 1

@ () = 1+%x+&2"ll+
als Funktion der reellen Verdnderlichen L. Schon vorher hat er bewiesen, dass diese Reihe
konvergiert und dass die Funktion der Funktionalgleichung ® (W) - ® (') = d @+ n')
geniigt. Die Partialsummen der Reihe sind Polynome in |, also stetige Funktionen. Aus
dem Theorem I iiber Reihen folgt, dass @ (W) auch eine stetige Funktion von [List.

Nun ist auch (1 + x)" als Exponentialfunktion stetig, wie bereits zuvor bewiesen
wurde. Man hat also zwei stetige Losungen der Funktionalgleichung (die beide nicht
Null sind). Jedoch hat Cauchy gezeigt, dass es nur eine stetige Losung dieser Funktio-
nalgleichung mit @ (0) = 1 gibt. Also ist (1 + x)* gleich der Reihe.

Wie Bottazzini 1992 bemerkt, kann man diesen Beweis als einen Schliissel zum
Verstindnis von Cauchy’s Aufbau im Cours ansehen. Hier wird sozusagen alles
gebraucht, was vorher behandelt wurde: Stetigkeit und Konvergenz, das beide Begriffe
verbindende Theorem I und die Behandlung der Funktionalgleichungen. Hier zeigt sich
die beweistechnische Uberlegenheit von Cauchy’s begrifflichem Vorgehen gegeniiber
den algorithmischen Methoden der Vorgénger. Entsprechendes gilt fiir den Zwischen-
wertsatz, den Cauchy im Anhang zum Cours (Note III) fiir stetige Funktionen beweist,
wiihrend es zuvor nicht einmal gelungen war, den Satz fiir reelle Polynome zu bewei-
sen. Das hatte Euler auch versucht. Nun ergibt sich der Satz nicht nur fiir Polynome,
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sondern sogar allgemein fiir stetige Funktionen. Nicht aus der algebraischen Eigen-
schaft, Polynom zu sein, kann man folgern, sondern aus der begrifflichen Eigenschaft
der Stetigkeit. Auch das hatte Bolzano bereits 1817 bemerkt. Im Unterschied zu Letzte-
rem erwihnt Cauchy nicht, dass er hier zwei vielumworbene Probleme geldst hat!
Als Korollar erhilt Cauchy sofort fiir L= 1/o und Ersetzung von x durch o x bei
lx|<1/o die Reihe
2 2

(+ox) =1+ +%(1—a)+%(1—a) (1-20) +...,

X
1!
und fiir unendlich kleines o gibt das die Exponentialreihe. Eulers Ansatz ist wieder zu
erkennen, aber jetzt ist der Beweis korrekt. Das gilt auch fiir das zweite Korollar, die
Logarithmusreihe betreffend:

(1+x)" =209 o +p___log(1}+x) 1 ()
gibt
u
iimo_(ﬁu = log (1 +x),
.

und andererseits ist wegen der Binomialreihe

(1+x"-1 X X ( u)
m = X 2(] u)+3(1 T3] > + ...

Fir | — 0 ergibt sich die Logarithmusreihe. Der Kenner von Eulers Introductio
bemerkt, wie Cauchy hier an seinen Vorginger erinnert. Uberhaupt hat der Cours ja den
Untertitel Analyse algébrique und behandelt auch sonst die Themenkreise der Introduc-
tio ,algebraisch® ohne Verwendung der ,transzendenten‘ Methoden der Differenzial-
und Integralrechnung.

7. Cauchy’s Zahlbegriff

Eulers Umgang mit unendlich kleinen und unendlich groflen Zahlen war nicht sehr
problematisch, wenn es um Ausdriicke und ihre algorithmische Umformung nach den
gewohnlichen (rationalen) Rechenregeln ging. Hier griff das Leibnizsche Prinzip vom
Weitergelten der Regeln des Endlichen.

Bei Cauchy’s Denken in Begriffen wurde das anders. Wenn eine Funktion f(x)
durch ihre Werte f(x) fiir reelle Werte x des Arguments bestimmt war, wie konnte sie
dann fiir Werte x; + 0 mit unendlich kleinem o bestimmt sein? Die vage Redeweise
von den Variablen mit Grenze Null bedurfte einer mathematischen Prizisierung, wenn
man, wie Cauchy es zunehmend tat, von unendlich kleinen Zahlen sprechen wollte.
Man hat den Eindruck, dass er beim Abfassen seines zweiten Lehrbuches, dem Résumé
von 1823, dieses Bediirfnis selbst spiirte. Er fithrte nun seine Systeme von unendlich
kleinen GroBen ein. Wir erinnern zunichst an eine Begriindung der reellen Zahlen und
kommen dann auf Cauchy’s allgemeineren Zahlbegriff zu sprechen, den man in Analo-
gie sehen kann.

Setzt man die rationalen Zahlen als gegeben voraus, so ist eine der moglichen
Erzeugungsweisen sogar mit Cauchy’s Namen verbunden: Man bildet Folgen rationaler
Zahlen und sondert unter diesen die Cauchy-Folgen (a,,) aus. Wenn zu jedem € >0 ein
N(€) existiert, so dass Ian - am| < ¢ fiir alle m,n > N (¢) gilt, so heifit (a,)) eine Cauchy-
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Folge. Jede Cauchy-Folge repriisentiert eine reelle Zahl, und zwei Folgen reprisentie-
ren genau dann die gleiche reelle Zahl, wenn ihre Differenzen eine Nullfolge bilden.
(Erst um 1900 denkt man in Aquivalenzrelationen; ich verwende hier die iibrigens auch
noch bei Heine und Cantor 1872 vorhandene Sprechweise.)

Cauchy kann die reellen Funktionen als gegeben voraussetzen. Eine fiir u >0 defi-
nierte reelle Funktion f(u) reprisentiert eine unendlich kleine Zahl, wenn lim f(u) = 0
fiir lim # = 0. Cauchy sagt, die Funktion g(u) = u reprisentiere die Basis o dieses so
gewonnenen Systems und schreibt f(®) fiir die durch f(u) repréisentierte Zahl. Es ist
selbstverstindlich, dass man mit den Zahlen so rechnen kann wie mit den sie reprisen-
tierenden Funktionen. Diese Auffassung eines Systems wiederholt Cauchy mehrfach,
jedoch wird dieser Gedanke nicht sehr weit ausgefiihrt. Es fehlt u. a. eine entsprechende
Erkldrung fiir unendlich groBe Zahlen, die er ja auch hiufig verwendet, wie wir in
Abschnitt 5 bemerkten.

Eine konsequente Weiterfiihrung seines Ansatzes kann uns zur allgemeinen Defini-
tion der Cauchy-Zahlen bringen (Laugwitz 1991):

Jede fiir ein Intervall O < u < p definierte reelle Funktion f(u) reprisentiert eine Cau-
chy-Zahl; zwei solche Funktionen f(u), g(u) reprasentieren genau dann die gleiche
Cauchy-Zahl, wenn es ein Intervall 0 < u < g gibt, so dass dort f(u) = g(u). Wir schrei-
ben o fiir die durch die identische Funktion reprisentierte Cauchy-Zahl.

Nun erklirt man Operationen und Relationen fiir die Cauchy-Zahlen in nahe liegen-
der Weise liber ihre Reprisentanten.

Esist f(®)=g(®)bzw. f(®)> g(®) genau dann, wenn f(u) = g(u) bzw. f(u) > g(u)
fiir ein Intervall 0 < u < p.

Dann ist @ ~! > r fiir jedes reelle 7; ! ist eine unendlich groBe Zahl. Die reellen
Zahlen r selbst sind dabei die durch konstante Funktionen s(u) = r dargestellte Cauchy-
Zahlen.

Der Leser wird bemerken, dass diese Einfiihrung analog zu der Erzeugung der reel-
len Zahlen iiber rationale Zahlfolgen ist, die ja nichts anderes sind als rationale Funktio-
nen auf den natiirlichen Zahlen. Aber wie man beim Umgang mit den reellen Zahlen
dann nicht mehr daran denken muss, dass sie aus rationalen Folgen herstammen, so
braucht man auch bei dem Umgang mit Cauchy-Zahlen nicht stets an ihre Herkunft zu
denken, sobald man sich an den Umgang mit ihnen gewohnt hat.

Nun kann man sagen, wie eine auf einem Intervall xy < x < X erklérte reelle Funktion
F(x) fiir die Cauchy-Zahlen § = b (®) im Intervall zu erhalten ist. F(3) = F(b(®)) ist
reprisentiert durch F(b(u)). Das gibt Sinn, denn fiir kleine u > 0 ist ja xo < b(u) < X.
Ohne dass das in jedem Fall erneut erwihnt werden muss, ist F(f§) wieder eine wohl-
definierte Cauchy-Zahl.

Auch die Stetigkeitseigenschaft F (x+ o) — F(x) =0 fiir =0 ist so eingeord-
net, mit unserer Symbolik ¢« = 0 fiir o unendlich klein.

Die Sprechweise von Systemen tritt bei Cauchy tbrigens auch in der Gruppentheo-
rie auf. Eine Gruppe — dieses Wort gebraucht er nicht — ist ein System, dessen Mitglie-
der z. B. durch Substitutionen (d. h. Permutationen einer endlichen Menge) repri-
sentiert sind. In modernisierter Sprechweise sind seine Systeme von Zahlen etwa Vek-
torrdume, sogar Ringe. Aber das hilft nicht viel weiter, 14sst jedoch verstehen, warum
die Auffassung fiir Cauchy’s Zeitgenossen noch zu abstrakt war. Das galt auch fiir seine
und Galois’ Gruppentheorie.

So wie man Letztere heute in der Sprache der modernen Algebra formuliert, kann
man das auch fiir die Cauchy-Zahlen versuchen. Man betrachte den Ring R derjenigen
reellen Funktionen, welche in einer rechtsseitigen Umgebung der O definiert sind und in
diesem Ring das Ideal 7 der in einer rechtsseitigen Nullumgebung verschwindenden
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Funktionen. Dann ist R/I der Ring der Cauchy-Zahlen. VergréBert man unter Benutzung
des Auswahlaxioms / zu einem maximalen Ideal J, so ist R/J sogar ein nicht archime-
disch angeordneter Korper, einem *IR der Nonstandard-Analysis von Robinson entspre-
chend. Allerdings sind hier auch noch andere Eigenschaften von R/ und R/J als nur die
algebraischen und Anordnungsrelationen von Bedeutung, z. B. die Fortsetzbarkeit der
reellen Funktionen £(x) von IR nach diesen Erweiterungsringen.

Um wenigstens eine Anwendung der Begriffsbildung hier explizit zu behandeln —
andere finden sich in meinem Aufsatz von 1991 —, wird die logische Aquivalenz der
beiden Stetigkeitsdefinitionen bewiesen.

F(x) sei eine in einer Umgebung von x; definierte reelle Funktion.

(I) F heifit bei x € — & -stetig, wenn es zu jedem reellen € >0 ein 8 >0 gibt, so dass
|F (x) = F (x,)| <e fiir alle reellen x mit |x — xo| < 3.

(ID) F heiBe bei xy C-stetig, wenn F (x,+ ) — F (x,) =0 fiiralle o= 0.

Aus () folgt (I): Sei o reprisentiert durch a(u). Da au= 0, ist |of < & und also fiir
kleine u > 0 auch |a (#)| <8, mithin |F (xy,+a(u)) - F (xy)| <e fiir kleine u > 0,
also |F (xy+ ) — F (x)| < e fiir jedes positive reelle €. Damit folgt (II).

Aus (II) folgt (I): Das beweisen wir indirekt. Angenommen, (I) wire falsch. Es gibt
also ein Ausnahme-€, etwa p > 0, so dass kein & dazu existiert. Insbesondere muss es
zu jedem u > 0 ein a(u), 0 < a(u) < u geben, so dass |F (xg+a (u)) —F (x))| 2 p.

Fiir o = a(® ) haben wir den Widerspruch zur Voraussetzung (II).

Auch die Euler-Cauchysche Konvergenzbedingung, s, — s = O fiir alle unendlich
groBen n, ist jetzt ein beweisbarer Satz. Ist sie erfiillt, so folgt die Epsilon-Bedingung.
Denn sonst gébe es ein Ausnahme-Epsilon, etwa p > 0, so dass zu jedem u > 0 ein
N(u) 2 1/u existiert mit |sy —s| 2 p. Dann wire auch |sy , —s| 2 p und nicht unend-
lich klein. Die umgekehrte Richtung ist offensichtlich.

8. Differenzial und Integral

Die Darstellung der Grundlagen der Differenzial- und Integralrechnung, so wie sie
sich durchgesetzt hat, geht auf Cauchy zuriick, der sie allerdings in infinitesimalmathe-
matischer und nicht in epsilontischer Gestalt gab. Wegen dieser historischen Bedeutung
geben wir sie kurz wieder. Wenn eine Funktion f' (x) die Bedingung erfiillt, dass

x+o) —f(x ,

LG40 of ) _ gy
fiir alle unendlich kleinen o, so heiBit sie die Ableitung von f(x). Alle Regeln folgen
leicht, besonders wenn man schreibt

fx+a)=fx)+ f'(x) o +o(x,0)oc  mit o(x,00) = 0.
Das Differenzial dy zu y = f(x) ist fiir Cauchy eine Funktion von zwei Veranderli-
chen, dy = f' (x)dx, welche in der reellen Variablen dx linear ist.2

Im Résumé von 1823 wird die Differenzial- und Integralrechnung behandelt. Beson-
ders zu beachten ist, dass Cauchy die Integrierbarkeit der stetigen Funktionen beweist.
Moglicherweise war dieser Beweis mit ein Anlass fiir seine Hervorhebung des Begriffs
der Stetigkeit, denn im 18. Jahrhundert hatte man Integrale durchweg als Stammfunk-
tionen aufgefasst, und das war nicht mehr ausreichend fiir die neuen Bediirfnisse der
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mathematischen Physik, die auch die Integration von solchen Funktionen verlangten,
fiir die keine Stammfunktion bekannt war.

Es sei also f(x) eine auf dem Intervall a < x < b stetige reelle Funktion und
a=xy<x) <. X, <X,,1<..<Xx,=Dbeine Intervallteilung mit a,, = x,, —x,, _ = 0.
Alle Zahlen im n-ten Teilintervall liegen unendlich nahe bei ein und derselben
reellen Zahl und unterscheiden sich wegen der Stetigkeit von f(x) nur unendlich
wenig vom Funktionswert an dieser Stelle, so dass es M,,, m,, gibt mit M,, —m,, = 0
und M,, = f(x) 2 m, im n-ten Teilintervall. Mit den erst von Darboux um 1870 einge-
fiilhrten Begriffen kann man das Oberintegral von f definieren als das Infimum aller
Obersummen, das Unterintegral als das Supremum aller Untersummen. (Cauchy selbst
benutzt Zwischensummen.) Man sieht sofort, dass keine Untersumme grofer ist als
eine Obersumme. Wenn wir zeigen konnen, dass die Obersumme >M, ¢, und die

Untersumme Xm, 0., zu unserer infinitesimalen Intervallteilung sich nur unendlich
wenig unterscheiden, dann liegen sie beide unendlich nahe bei derselben reellen Zahl,

b
die das bestimmte Integral j f (x) dx gibt.

Nun ist fiir jedes reelle p > 0 sicherlich 0 < M,, — m,, < p, also

0< Y M0, Ym0, =Y (M,-m)o,<pd e, =pb-a),

also ist die Differenz von Ober- und Untersumme tatsidchlich unendlich klein.

Dieser sehr anschauliche Beweis vermeidet, wie Cauchy’s eigener, die explizite Benut-
zung der GleichméaBigkeit der Stetigkeit. Supremum und Infimum bei reellen Zahlen wird
man heute auch aus anderen Griinden als bekannte Begriffe voraussetzen diirfen.

9 Fourier-Reihen stetiger Funktionen

Wenn man die grundlegenden Sitze iiber Differenziation und Integration gewonnen
hat, kann man die Art ihrer Herleitung eigentlich vergessen, denn von nun an braucht
man nur noch diese Sitze. So behielten die unendlich kleinen Zahlen ein Lebensrecht
nur noch in der Physik und der Differenzialgeometrie, z. B zur Herleitung von Differen-
zialgleichungen aus der Betrachtung von unendlich kleinen Raum- und Zeitelementen.

Wenn man aber, wie Cauchy, eine saubere Theorie der unendlich kleinen Zahlen
besal3, dann konnte man diese auch sonst verwenden, und das tat man in Paris um 1820
auch. Als ein Beispiel betrachten wir hier die Fourier-Reihen. Die folgende Uberlegung
findet sich nicht nur bei Cauchy und Poisson, sondern auch in einem nachgelassenen
Manuskript von Gau3, vermutlich aus dem Jahre 1815. Die in Abschnitt 4 angegebene

Eulersche Reihe ergibt nach leichter Umformung
2

(A) %+qc0sx+q2cos2x+q3cos3x+ o +q cosnx+ ... = -9 _. 78 (x)
1-2gcosx+gq
Fire=1-¢g=0, O<w<x<2n-w, w=3e=0 folgt nach Cauchy
0< 1—q2 _ e(l+¢q) _ _e(l+q)
1—2qcosx+q2 I—Zq(l —2Sin2§)+q2 82+4qsin2§
«—=-<—Lf_=0.

C o X oW
sin2Z  sin 2=
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Die durch (A) definierte Funktion & (x) ist 2n-periodisch, iiberall positiv, unendlich
klein auBerhalb von Intervallen der unendlich kleinen Linge 2w um die Werte x = 27g,
g ganz, und auflerdem ist ihr Integral {iber ein Intervall der Lange 27 gleich 1. (Letzteres
erkennt man durch gliedweise Integration der Reihe auf der linken Seite. Das ist erlaubt,
wie man durch die Betrachtung der geometrischen Majorantenreihe sieht!)

Eine solche Funktion nennt man nach Dirac heute eine Deltafunktion. Die Delta-
funktionen welche in der reellen Standard-Analysis keinen Platz haben, erweisen sich in
Analysis und Physik geradezu als Zauberstibe. Das hatte man schon um 1820 gewusst,
aber dann geriet die Sache in Vergessenheit.

Ist () eine stetige Funktion der Periode 27, so gilt

®) £ =] 8 f(rndr=[ 8(x-1)f(vdx,

alle Integrale iiber irgend ein Intervall der Linge 2 genommen. Es ist ndmlich fiir steti-
ges reelles g(x) der Periode 21

L:s(@gU)uu)=[:+j;W+j+ﬂ

w
und hier sind das erste und letzte Integral rechts unendlich klein, weil & es ist. Wegen
_[_va 8 (x)dx=1 gibt der Mittelwertsatz fiir das mittlere Integral einen Wert unendlich
nahe bei g(0), weil Stetigkeit vorausgesetzt war.

Nun wenden wir das an auf

]. l n
d(x—1t) = — + - X—
(x-1) o ngqcosn(v 1)
nz1
= L+l E ”[cmnxcowt+ sinnxsinnt]
2n n”>lq ' ’ '

Wieder diirfen wir, wie oben begriindet, gliedweise integrieren, und mit den Fourier-

Koeffizienten a, = 1 [*" f(x) cosnx dv, b, = 1 [/ (x)sinnx dx folgt aus (B)

©) f()= %0 + Z q" la,cosnt + b, sinnf]
fiir stetiges 2m-periodisches f(f) und 1 > g = 1.

Leider darf man hier nicht nachtriaglich ¢ = 1 setzen; das gidbe die Fourier-Reihe.
Aber seit 1873 ist bekannt, dass die Stetigkeit einer Funktion nicht hinreichend dafiir
ist, dass diese gleich ihrer Fourier-Reihe ist. Dieses Resultat von du Bois-Reymond kam
als Uberraschung, zuvor hatte man an die Entwickelbarkeit geglaubt. Im genannten
unpublizierten Manuskript begeht auch Gauf} diesen Fehlschluss. Cauchy war vorsichti-
ger: Er sagte, die Fourier-Reihe

a
(D) 30 + Zancosnt + b, sinnt
n1

sei dann gleich der Funktion, wenn beide Reihen, (C) und (D), konvergieren. Das wird
der Leser selbst bestitigen.
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Anmerkungen

1 Der an der heutigen Schulmathematik orientierte Leser mag Anstofl nehmen an der Ausdrucks-
weise ,die Funktion f (x)', welche wir hier im Anschluf8 an Cauchy durchweg verwenden wol-
len. Sie ist vollkommen einwandfrei, wenn wir — wie es seit Cauchy iiblich wurde — die letzten
Buchstaben des Alphabets x, y, z, u, v, ... als Zeichen fiir Variable nehmen und indizierte Buchsta-
ben X, ¥y, ... oder die ersten Buchstaben des Alphabets a, b, ¢, ...als Zeichen fiir feste Werte. Die
Definitionsbereiche, hier stets Intervalle, sind aus dem Kontext ersichtlich. Die Angst vor der
Verwechslung von Funktion und Funktionswert ist ein Anfingerproblem, das der Fortgeschrit-
tene und der verstindige Anwender nicht mehr haben sollten!

2 Ubrigens ist die nach Cauchy definierte Ableitungsfunktion von selbst stetig. Mit der Variablen-
substitution z=x+ o und B = o gilt ja

Fo LGB S @ faro) S f ) gy
) B o

also f'(x + o) = f'(x) fiir jedes unendlich kleine o..

Der Schulmathematiker mag es anstoBig finden, dass alle Ableitungsfunktionen stetig sind, aber

die moderne Analysis in der Forschung pflegt fast immer die stetige Differenzierbarkeit voraus-

zusetzen, die logisch dquivalent mit der gleichméBigen Differenzierbarkeit ist:

£(x) = imL 3 h;:{ X fir bk — 0.
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Einfiihrung der Integralrechnung
iiber die Infinitesimalanalysis

Ein Erfahrungsbericht

von Cordula Utecht

Im Rahmen der Mathematikdidaktik sind zahlreiche Vorschlidge gemacht worden,
die Infinitesimalanalysis mit hyperreellen Zahlen so zu elementarisieren, dass damit
Studenten und Schiiler in die Differenzial- und Integralrechnung eingefiihrt werden
konnen ([1]-[8]). Dabei lassen sich einige didaktische Schwierigkeiten der Grenzwert-
analysis vermeiden. Grundbegriffe, wie die Stetigkeit, lassen sich anschaulicher einfiih-
ren, da der Unterschied zwischen formaler Definition und intuitiver Vorstellung nicht
so grof ist wie in der Grenzwertanalysis. Differenziale werden nicht symbolisch, son-
dern inhaltlich verwendet. Der sonst benotigte dynamische Grenzwertprozess wird
durch das statische Rechnen mit hyperreellen Zahlen ersetzt. Viele Beweise gestalten
sich dadurch einfacher. Denn wihrend die Grenzwertanalysis nur absichernden Charak-
ter besitzt, konnen die Ergebnisse in der Infinitesimalanalysis auf direktem Wege
erschlossen werden.

An dieser Stelle soll nun das Konzept einer Unterrichtsreihe vorgestellt werden, das
im Rahmen einer Staatsexamensarbeit entwickelt wurde, um Schiiler eines Grundkurses
mithilfe der Infinitesimalanalysis in die Integralrechnung einzufiihren. Die Planung der
Reihe orientiert sich dabei an den unter [1] bis [8] dargelegten Vorschligen. Abschlie-
Bend sollen die wihrend der Durchfiihrung der Reihe gesammelten Erfahrungen analy-
siert werden.

1. Das Konzept der Unterrichtsreihe

Am Anfang lernen die Schiiler bei der Entwicklung eines Verfahrens zur Berech-
nung des Inhaltes einer Fliche unter einem Funktionsgraphen mithilfe von infinitesima-
len Streifen die Idee der Integralrechnung kennen. Dabei arbeiten sie bereits intuitiv mit
infinitesimalen und infiniten Zahlen. AnschlieBend werden diese neuen Zahlen als
Menge der hyperreellen Zahlen axiomatisch eingefiihrt, und es wird geiibt, mit ihnen zu
rechnen. Nun sind die Voraussetzungen dafiir geschaffen, die Begriffe ,Integrierbar-
keit”, ,bestimmtes Integral“ und ,Flicheninhalt“ mithilfe der hyperreellen Zahlen zu
definieren. Im weiteren Verlauf konnen dann die Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
und der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung bewiesen und angewendet
werden.

1.1 Entwicklung eines Verfahrens zur Berechnung
des Inhaltes einer Fliche unter einem Funktionsgraphen

Das Verfahren wird an einer allgemeinen, im Intervall [a, b] monoton steigenden,
beschrinkten und positiven Funktion entwickelt, um das Prinzip des Verfahrens in den
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Vordergrund stellen zu konnen. Die Frage nach der Existenz des Fldcheninhaltes wird
nicht behandelt, da sie sich fiir die Schiiler aufgrund ihrer Anschauung sicher nicht
ergibt.

Bei der Entwicklung des Verfahrens miissen die Schiiler auf die zentrale Idee der
Zerlegung der Fliche in unendlich viele, unendlich schmale Streifen gelenkt werden.
Nach einer Idee von H. Wunderling kann dazu der Prozess des Anstreichens der Fliche
betrachtet werden. Statt eines Pinsels (Grenzwertanalysis) wird dabei aber eine Rolle
verwendet, die ihre Linge genau dem Verlauf des Funktionsgraphen anpassen kann und
immer nur auf einem Strich der Fliche aufliegt (Abb. 1). Solch ein Strich an der Stelle z
wird dann durch die Unendlichkeitsbrille [1] betrachtet, d. h. unendlich stark vergro-
Bert. Die Schiiler konnen nun ihre Vorstellungen dariiber duflern, wie der Strich nach
der VergroBBerung aussieht. Ein Hinweis darauf, dass ein unendlich schmaler Streifen zu
sehen sein muss, ergibt sich aus der Tatsache, dass andernfalls keine Farbe auf die Fli-
che gelangen wiirde.

Zf(a+idx)dx n-dx=b-a

i=0

dx > 0, infinitesimal flati-dx)

Abb. 1: Zum Integrieren

Durch die unendlich starke Vergroerung wird die Darstellung der gesamten Fliche
erschwert, denn endliche Abstinde erscheinen jetzt unendlich grof. Um alles in eine
Graphik einzeichnen zu konnen, wird deshalb mit Punkten gearbeitet, die jeweils eine
unendlich groBe Entfernung andeuten sollen (Abb. 1).

Eigentlich ergibt sich ein weiteres Darstellungsproblem. Denn nach der unendlich
starken Vergroferung sind nur in dx lineare Anteile der Funktionswerte zeichnerisch
von einander zu unterscheiden. Quadratische und héhere Anteile werden erst nach einer
jeweils weiteren unendlich starken VergroBerung sichtbar, die allerdings die Streifen-
breite unendlich grof3 werden lédsst. Der Funktionsgraph wird aber nach der Vergrofie-
rung trotzdem krummlinig gezeichnet, da sonst die Notwendigkeit der Approximation
eines Streifens durch ein Rechteck fiir die Schiiler nur noch schwer einzusehen wire.
Nachdem die graphische Darstellung eines unendlich schmalen Streifens geklart ist,
konnen die Schiiler folgern, dass die gesamte Fliche in unendlich viele, unendlich
schmale Streifen zerlegt werden kann (Abb. 1). Der Zusammenhang zwischen der
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unendlich groBen Anzahl N der Streifen und deren infinitesimaler Breite dx wird dann
mit N - dx = b — g angegeben, indem mit den neuen Zahlen genauso gearbeitet wird wie
mit den reellen Zahlen.

Die Summe der Flicheninhalte aller infinitesimaler Streifen ergibt den gesuchten
Inhalt der gesamten Fliche. Da die Streifen aber krummlinig begrenzt sind, kann ihr
Flicheninhalt nur ndherungsweise durch die Inhalte von etwas zu grofien Rechtecken
berechnet werden (Abb. 1). Fiir den Flicheninhalt Ay, des ersten Streifens ergibt sich
also: Ay, < fla + dx)dx.

Anhand des Beispiels einer linearen Funktion f: x = 1/2x, x € [0, 2] kdnnen die
Schiiler nun nachpriifen, wie effektiv das entwickelte Ndherungsverfahren ist. Dies
wird dadurch moglich, dass der Flacheninhalt Ardes Dreiecks, das sich fiir dieses Bei-
spiel ergibt, auch unabhéngig von dem neuen Verfahren exakt berechnet werden kann.
Es ergibt sich: A,= 1.

Fiir die unendliche Summe der Rechteckflicheninhalte erhilt man durch Anwendung
der Formel fiir die Summe der hyperreellen Zahlen (1 + 2 +3 + ... + N=NN + 1)/2)
dagegen:

N

: 1 2 2
2f(a+ldx)dx—§-].]_\_],ﬁ+
i=1

N —
2|
=zl
N —
>IN
=0

1 2 2 1
=-.=.=. 142+ ...+N) =1+ —
5NN (1+2+...+N) +N

Nun ist zu erkennen, dass der Fehler ]%] dieser Approximation des eigentlich

gesuchten Flidcheninhaltes einen unendlich kleinen Wert besitzt, da N unendlich grof3
ist. Dies spricht fiir die Qualitit des Verfahrens. Denn dieser unendlich kleine Fehler
spielt im Reellen keine Rolle und kann dort deshalb vernachléssigt werden.

1.2 Die hyperreellen Zahlen

Die Schiiler haben bisher mit den neuen Zahlen so gerechnet, wie sie mit reellen
Zahlen zu rechnen gelernt haben. Anhand der Berechnung der unendlichen Summe fiir
das obige Beispiel einer linearen Funktion kénnen die Schiiler nur schrittweise erken-
nen, was zu fordern ist, damit mit den neuen Zahlen tatsichlich so gearbeitet werden
darf, wie sie es bereits getan haben. Es bietet sich deshalb an, die hyperreellen Zahlen
axiomatisch einzufiihren. Dabei werden die Axiome hinter Forderungen ,,versteckt®,
um die Schiiler nicht mit diesem Begriff zu belasten. Ferner werden die Forderungen
schiilergerecht weniger formal als in [5] und auch nicht vollstindig formuliert. Aus dem
obigen Beispiel lassen sich damit die folgenden Forderungen ableiten:

1) Es gelten fiir +, -, -, :, < dieselben Gesetze wie in IR.

2) Die Menge H der hyperrellen Zahlen enthilt (mindestens) eine infinitesimale Zahl
w ¢ R, d. h. eine Zahl, die kleiner als jede positive reelle Zahl und groBer als jede
negative reelle Zahl ist.

3) Funktionen kdnnen auf IH erweitert werden.

4) Siitze gelten in H genau dann, wenn sie in R gelten.

Die vierte Forderung muss aufgestellt werden, damit die Summenformel fiir die
ersten 7 natiirlichen Zahlen auf hypernatiirliche Zahlen iibertragen werden kann. Sie
stelit eine eigentlich unzuldssig grobe Formulierung des Ubertragungsprinzips von
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Leibniz dar. Denn tatsichlich lassen sich nur Sétze der Pradikatenlogik 1. Stufe iibertra-
gen (6]. Die Behandlung dieser Problematik ginge aber iiber das Niveau und den zeitli-
chen Rahmen eines Grundkurses hinaus.

Nachdem die obigen Forderungen an die hyperreellen Zahlen gestellt worden sind,
konnen die Schiiler nun, ausgehend von der einen infinitesimalen Zahl w, alle Typen
hyperreeller Zahlen kennen lernen, d. h. die infinitesimalen Zahlen, die kleiner als jede
positive reelle Zahl und groBer als jede negative reelle Zahl sind (z. B. 2w, ©tw, ...), die
infiniten Zahlen, die betragsméfBig groBer sind als jede reelle Zahl (z. B. Q = 1/w) und
die finiten Zahlen £, die sich eindeutig als Summe aus einem reellen Teil » und einem
infinitesimalen Teil a darstellen lassen; also 2 = r+ o. Das Ziel beim Kennen lernen
der hyperrellen Zahlen muss darin bestehen, dass die Schiiler eine anschauliche Vorstel-
lung von diesen Zahlen entwickeln, so dass die graphische Darstellung der Zahlen
anhand der hyperreellen Zahlengeraden in den Vordergrund geriickt werden muss ([1],
[2]). Die Definition der Zahlentypen erfolgt jeweils am Schluss der Betrachtungen und
ergibt sich aus der Anschauung.

Um dic infinitesimalen Zahlen graphisch darstellen zu konnen, muss die hyperreelle
Zahlengerade mit der Unendlichkeitsbrille um 0 herum unendlich stark vergrofiert wer-
den. Umgekehrt muss eine unendlich starke Verkleinerung stattfinden, wenn die infini-
ten Zahlen dargestellt werden sollen ([1], [2]). An dieser Stelle werden offen gebliebene
Fragen, die bei der unendlich starken VergroBerung des Striches am Anfang der Reihe
(siehe 1.1) aufgetreten sind, beantwortet.

Die infiniten hypernatiirlichen Zahlen spielen eine wesentliche Rolle innerhalb der
Integralrechnung, denn mit ithnen werden die unendlich vielen Rechtecke abgezihlt, die
die Flache unter dem Funktionsgraphen approximieren. Dass solche Zahlen existieren,
kann mithilfe des Ubertragungsprinzips aus der archimedischen Eigenschaft der reellen
Zahlen geschlossen werden [4]. Ob man diesen Beweis exakt fiihrt, sollte allerdings
vom Interesse des jeweiligen Grundkurses abhingig gemacht werden.

Das Rechnen mit den hyperreellen Zahlen wird systematisch behandelt, indem in
Tabellen [1] alle moglichen Kombinationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division von infinitesimalen, reellen und infiniten Zahlen gesammelt werden.
Dann lisst sich leicht beurteilen, welcher Zahlentyp sich jeweils bei der Rechnung
ergibt (z. B. r- o ist infinitesimal fiir 7 reell, o infinitesimal). Im Zusammenhang mit
der Integralrechnung kommt dem Produkt A - B (A infinit, B infinitesimal) eine beson-
dere Bedeutung zu. Fiir diesen Fall konnen sich abhingig von der GréBenordnung von
Aund B verschiedene Zahlentypen ergeben. Ist aber A von derselben GroBenordnung
infinit (z. B. A = 2/w) wie B infinitesimal ist (z. B. B = 3w), so erhilt man ein finites
Ergebnis ((2/w) - 3w = 6).

Am Ende der Einheit liber die hyperreellen Zahlen wird der eindeutig bestimmte
reelle Teil RT finiter Zahlen £ ausfiihrlich behandelt. Mit 2 = r +a gilt RT(h) = r. Dass
der reelle Teil finiter Zahlen fiir das Losen reeller Probleme wesentlich ist, haben die
Schiiler bereits erkannt, als sie die unendliche- Summe unter 1.1 berechneten und fest
stellten, dass sich das Ergebnis nur durch einen infinitesimalen Fehler % von dem tat-
sidchlichen Fldcheninhalt unterscheidet.

Lisst man diesen Fehler weg, bleibt der reelle Teil der unendlichen Summe iibrig,
und man erhilt die Losung des reellen Problems. Das Bilden des reellen Teils entspricht
also der Grenzwertbildung. Der grofle Vorteil liegt aber darin, dass die Schiiler hier nur
cinen infinitesimalen Anteil weglassen miissen, der im Reellen nicht existiert und des-
halb nicht interessiert, wihrend sie bei der Grenzwertbildung einen dynamischen Pro-
zess durchfiihren miissen, dessen tieferen Sinn sie oft nicht verstanden haben.

Analog zu den Grenzwertsiitzen konnen auch fiir den reellen Teil entsprechende
Regeln aufgestelit werden, die sich leicht von den Schiilern beweisen lassen [1].
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1.3 Integrierbarkeit

Nachdem nun sicher gestellt worden ist, dass mit den hyperreellen Zahlen so gear-
beitet werden kann wie mit den reellen Zahlen, wird wieder zum eigentlichen Problem
der Fldcheninhaltsberechnung zuriickgekehrt. Anhand der Wiederholung des Einstiegs-
beispiels (siehe 1.1) konnen die Schiiler nun erarbeiten, dass sich das Problem einer
Flacheninhaltsberechnung nach folgender Systematik 16sen lisst:

1) Das reelle Problem (Flicheninhalt A= ?) wird ins Hyperreelle tibertragen; also: Zer-
legung der Fldchen in unendlich viele Streifen.
2) Das Problem wird im Hyperreellen gelost; also: Berechnung der unendlichen Summe

N
. 1
2f(a+tdx)dx = 1+]—\-[).
i=1
3) Der reelle Teil der hyperreellen Losung liefert die Losung des reellen Problems
Ap = RT{ 1+ %) = 1. Die Eindeutigkeit bei der Riickkehr ins Reelle ist dabei fiir das

Verfahren entscheidend.
Die Verallgemeinerung dieses Beispiels fiihrt zur Definition der Integrierbarkeit:

Definition (Integrierbarkeit):
Eine auf {a, b] (a, b € RR) definierte Funktion f heifit integrierbar iiber [a, b] genau
dann, wenn fiir alle infinitesimalen dx (dx > 0) die unendlichen Summen
N
Ef (a+idx)dx mith—-a=N -dx (N infinit, hypernatiirlich) alle denselben
i=1

reellen Teil besitzen.

b N
.[f(x)dx :=RT[zf(a+idx)de

i=1

heifit dann bestimmtes Integral von f iiber [a, b]. Fiir positive Funktionen soll der
Inhalt der Fldache unter dem Funktionsgraphen im Intervall [a, b] gerade dem Wert
des bestimmten Integrals entsprechen.

In der obigen Definition werden vereinfachend nur &quidistante, unendlich feine
Zerlegungen des Intervalls ohne Rest beriicksichtigt. Dass dann gar nicht alle infinitesi-
malen dx > 0 moglich sind, wird nicht problematisiert. Die Schiiler konnen aber grund-
sdtzlich einsehen, dass die Definition nur sinnvoll ist, wenn die verschiedenen
unendlichen Summen, die sich fiir die unterschiedlichen dx > 0 ergeben, denselben reel-
len Teil besitzen, denn das Ergebnis fiir den Flicheninhalt sollte nicht von der speziell
gewihlten Intervallzerlegung abhingen.

AnschlieBend wird geklirt, welche Funktionstypen integrierbar sind. Hier kann man
sich auf stetige Funktionen beschrianken. Die Definition der Stetigkeit wird dabei ein-
fach aus der Vorstellung abgeleitet, dass der Graph einer stetigen Funktion in einem
Zug durchgezeichnet werden kann. Ein ,.infinitesimales Wackeln“ an den x-Werten
bewirkt dann nur ein ,,infinitesimales Wackeln® an den f(x)-Werten.

Definition (Stetigkeit):

Eine Funktion fheifit stetig an der Stelle r€ D, genau dann, wenn fiir jedes hyperre-
elle h, das unendlich benachbart zu r liegt, gilt, dass f(#) unendlich benachbart zu

Jf(r) liegt.
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(Unendlich benachbart heien die zwei Zahlen 4 und r genau dann, wenn ihre Diffe-
renz infinitesimal ist. Man schreibt: & ~ r.)

Um zu zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind, wird dann iiber eine
Abschitzung erkannt, dass die unendlichen Summen fiir stetige Funktionen finit sind.
Dabei konnen die Schiiler die Tatsache, dass stetige Funktionen auf einem abgeschlos-
senen Intervall ein Minimum und ein Maximum annehmen, der geometrischen
Anschauung entnehmen, da der Beweis dieser Eigenschaft iiber das Niveau eines
Grundkurses hinaus ginge.

Die Unabhingigkeit des reellen Teils der unendlichen Summen von dx > 0 wird
nicht bewiesen, da hierzu zwei Treppenfunktionen miteinander verglichen werden miis-
sten [4], was eine Uberforderung der Schiiler wiire.

1.4 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

Die Regeln konnen von den Schiilern anhand der Betrachtung von Flidchen unter
Funktionsgraphen aus der geometrischen Anschauung abgeleitet werden. Anschlieend
ist der Beweis der Regeln mithilfe der Definition des bestimmten Integrals und der
Rechenregeln fiir den reellen Teil durch ,,Ausrechnen® moglich.

Beispiel: Summenregel

Satz:
Fiir auf [a, b] stetige Funktionen fund g gilt:

b b b
i rg@)de=rars o ax.

Beweis:

i=1

b N
j(f(x) +8(0)) =RT| Y [ (a+idx) +g(a+idx)de

N N
=RT Zf(a+idx)dx+Zg(a+idx)dx}
i=1 i=1

N

N
=RT Zf(a+idx)de+RT[2g(a+idx)dx]

i=1 i=1

b b
—RT J.f(x) dx+Jg(x) dx

1.5 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Da in der Literatur unterschiedliche Varianten des Hauptsatzes der Differenzial- und
Integralrechnung zu finden sind, wird kurz wiedergegeben, was hier unter diesem Satz
verstanden werden soll.
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Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung:
Die Funktion f sei stetig auf [a, b].
a) Dann ist die Integralfunktion /, von fmit 7,,(x) = Jf (1) dt
differenzierbar auf [a, b], und es gilt:
I' (x) = f(x) furallex € [a, b],d. h. [, ist eme Stammfunktion von fauf [a, b].

b) Ist F eine Stammfunktion von f auf [a, b], dann gilt:
b

Jf(x) dx = F(b) - F (a)

Der Hauptsatz wird mit den Schiilern in folgenden Teilschritten erarbeitet:

1) Information iiber das Ziel: Es soll eine Moglichkeit gefunden werden, bestimmte
Integrale einfacher als iiber ihre Definition zu berechnen.

2) Einfiihrung der Integralfunktion 7, zur unteren Grenze a fiir stetige Funktionen und
Ableitung der Eigenschaft dieser Funktion (/,(a) = 0 und _[ Fydi=1,c) - 1,b))
aus der graphischen Anschauung. -b

3) Berechnung der Integralfunktionen zur unteren Grenze O fiir verschiedene Integranden
fix) mithilfe der Definition des bestimmten Integrals, Vermutung: /', (x) = f(x) .

4) Wiederholung der Definition der Ableitung iiber den Grenzwert, die die Schiiler
bereits aus der 11. Klasse kennen. Dann Erarbeitung der Definition der Ableitung
iiber den reellen Teil:

Definition (Ableitung):
Eine Funktion fheifit differenzierbar an der Stelle x, € D, genau dann, wenn fiir alle
infinitesimalen dx (dx # 0) die Differenzialquotienten

df _ F(x+d) - f (xy)

alle denselben reellen Teil besitzen.
dx dx

J'(xq) =RT (Zf j heifit dann Ableitung von f an der Stelle x;,.

Dabei wird der Sachverhalt wieder graphisch dargestellt ([1], [3]). Den Schiilern
wird an dieser Stelle bewusst, dass das Bilden des recllen Teils dem Bilden des
Grenzwertes entspricht.

5) Beweis von Teil a) des Hauptsatzes:
Es wird nun der Fall dx > 0, f{x) > O betrachtet. Die Beweisidee ist aus [4] entnom-
men. Zunichst werden die Schiiler dazu angeleitet, die Behauptung mithilfe der
Definition der Ableitung umzuschreiben. Zu zeigen ist also:

I (xy+dx) —1,(x)
T( dx ]

Nun wird die Differenz 1,(xq + dx) — I,(xy) mithilfe des Vorwissens der Schiiler als
Fldcheninhalt der Fldche unter dem Graphen von fim Intervall [xg, xy + dx] gedeutet
(siehe Abb. 2):

=flxg) fiir alle dx > 0.

(xy +dx) (xo+dx)
I (xp+dx) — I, (x,) = j (t)dt—J.f(t)dt— J' f(ndt

a a
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Abb. 2: Zum Hauptsatz

Dieser Flicheninhalt wird wieder abgeschitzt. Dass die stetige Funktion f auf dem
abgeschlossenen Intervall ein Minimum f(x,,) und ein Maximum annimmt, kann
dabei wieder der Anschauuung entnommen werden.

Es gilt: f (x,) dx <1, (xy+dx) =1, (xy) < f(x,,)dx

Nun wird die Abschitzung so umgeformt, dass sie mit der Behauptung vergleichbar
wird. Dividieren durch dx > 0 ergibt:

1, (xg+dx) —1,(xy)
f(x,) € =< f(xy)

Wegen x,, ~ x3y ~ xo und f stetig gilt: fix,,) ~ fixy) ~ fxp)
Damit folgt aus der Abschitzung:

I, (xqg+dx) —1,(xy)
dx ~fxo)

Durch das Bilden des reellen Teils ergibt sich die Behauptung.

6) Behandlung der Stammfunktionen.

7) Beweis von Teil b) des Hauptsatzes.

2. Analyse der Unterrichtsreihe

Um eine umfassende Analyse der Unterrichtsreihe durchfiihren zu kénnen, wurden
auf verschiedenen Wegen Informationen dariiber eingeholt, wie die Schiiler mit den
liber die Infinitesimalanalysis vermittelten Lerninhalten zurecht gekommen sind. Das
Unterrichtsgeschehen wurde notiert, am Ende der Reihe wurde eine Lernerfolgskon-
trolle durchgefiihrt, und die Schiiler wurden gebeten, in Form einer schriftlichen Stel-
lungnahme Kritik zu iiben.

Insgesamt hat die Analyse der Reihe die in der Einleitung genannten didaktischen
Vorteile der Infinitesimalanalysis bestdtigt. Das Interesse der Schiiler an den hyperreel-
len Zahlen war sehr grof3, was aus der hohen Beteiligung und der positiven Schiilerkri-
tik abzulesen war. AuBerdem hat sich ergeben, dass die Schiiler sehr gut mit infini-
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tesimalen und infiniten Zahlen argumentieren konnten. Am Beispiel der Stetigkeit
wurde deutlich, dass Definitionen innerhalb der Infinitesimalanalysis so anschaulich
sind, dass sie von Schiilern selbst ,,entdeckt werden konnen. Auch das Bilden des reel-
len Teils war fiir die Schiiler als Ubergang von der hyperreellen zur reellen Losung ein
klar durchschaubarer Vorgang.

Die graphische Darstellung der hyperreellen Zahlen und des Verfahrens zur Fli-
cheninhaltsberechnung durch unendlich starke VergrofSerung oder Verkleinerung war
als anschauliches Hilfsmittel sehr geeignet und hatte fiir die Schiiler ein hohes Motiva-
tionspotenzial. Bei dieser graphischen Methode sind aber so viele Details von Interesse,
dass es den zeitlichen Rahmen des Grundkurses gesprengt hitte, wenn man auf alle
Einzelheiten eingegangen wire. Bei der Einfilhrung in die Differenzialrechnung in der
11. Klasse bietet der Rahmenplan mehr Freiraum fiir solche eigentlich notwendigen
detaillierten Betrachtungen. Auflerdem konnten hier die hyperreellen Zahlen bei der
Behandlung von Folgen als Aquivalenzklassen reeller Zahlenfolgen sehr anschaulich
und zunichst unabhingig von anderen inhaltlichen Problemen eingefiihrt werden ([1],
[2]). Dies hitte den Vorteil, dass die Schiiler eine anschauliche Vorstellung von den
neuen Zahlen bekdmen, die ihnen in der vorliegenden Unterrichtsreihe tatséichlich
fehlte. Denn hier wurden die hyperreellen Zahlen axiomatisch eingefiihrt, so dass nur
mit abstrakten Symbolen gerechnet werden konnte.

Behandelt man die hyperreellen Zahlen bereits in der 11. Klasse, ergibt sich als wei-
terer Vorteil, dass auch die Differenzialrechnung mit den Methoden der Infinitesimal-
analysis unterrichtet werden kann ([1], [3]), so dass kein Konzeptwechsel erfolgen
muss. Dies wire giinstig, da die Analyse gezeigt hat, dass es insbesondere leistungsstar-
ken Schiilern, die sich noch an Grenzwertberechnungen erinnern, schwer fillt, das neue
Konzept anzunehmen. AuBerdem hemmt der von der Grenzwertanalysis unterstiitzte
pauschale Begriff der Unendlichkeit die Akzeptanz der Existenz von mehreren Groflen-
ordnungen von unendlich grof3 und unendlich klein.

Femner muss darauf hingewiesen werden, dass Schiiler, die die z. B. in der Physik oft ver-

wendete Schreibweise f' (x,)) = % kennen gelernt haben, diese nicht mit der Definition der

Ableitung f' (x,) :=RT ( ;l—{c] in der Infinitesimalmathematik verwechseln diirfen.

AbschlieBend kann gesagt werden, dass die Methoden der Infinitesimalanalysis eine
fiir Schiiler sehr interessante und motivierende Alternative zur Grenzwertanalysis dar-
stellen. Es sollte aber konsequent bereits in der 11. Klasse mit diesem Konzept in die
Differenzialrechnung eingefiihrt werden.
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Einfiihrung der Analysis iiber hyperreelle Zahlen

Ein Erfahrungsbericht

von Peter Baumann

1. Grundlagen iiber Funktionen und Folgen

Der Berliner Rahmenplan sieht zu Beginn der 11. Klasse an gymnasialen Oberstu-
fen vor, Funktionen ohne Differenzialrechnung zu untersuchen. Dazu gehort zunéchst
die prazise Behandlung grundlegender Begriffe wie Zuordnung, Funktion, Definitions-
und Wertemenge, bevor lineare Funktionen und ihre Graphen, Steigung und Steigungs-
winkel sowie Achsenschnittpunkte systematisch untersucht werden. Es folgen Potenz-,
Kehrwert- und Winkelfunktionen, bei deren Behandlung Symmetrieuntersuchungen
hinzukommen. Bei Nullstellenberechnungen ganz rationaler Funktionen lernen und
iiben die Schiiler die einschlidgigen algebraischen Rechenverfahren.

Es folgt der Abschnitt iiber Folgen. Die Schiiler lernen zunéchst arithmetische und
geometrische Folgen kennen. Sie stellen Bildungsgesetze auf, werden vertraut mit
Begriffen wie Monotonie und Beschriinktheit und rechnen schlieflich anwendungsbe-
zogen wie z. B. bei der Zinseszinsrechnung.

Laut Rahmenplan soll der Lehrer nun konvergente Folgen behandeln und die Schii-
ler zum Grenzwertbegriff fithren, damit sie dann ,,Grenzwert-Analysis“ betreiben kon-
nen. In meinem Unterrichtsgang blieben zwar ebenfalls die Folgen Thema, sie wurden
aber unter dem Aspekt, mit ihnen Zahlen zu beschreiben, beleuchtet. Dieser Weg fiihrte
zur Definition hyperreller Zahlen, die ihrerseits den Weg ebneten fiir die Differenzial-
und Integralrechnung. Dieser vom Gewohnten abweichende Weg zur Analysis soll im
Folgenden genauer beschrieben werden. Um den Vergleich mit dem ,,klassischen” Weg
bereits jetzt zu ziehen: Ich bin liberzeugt, dass dieser Weg eine Abkiirzung ist, die sogar
den Blick fiir Neues freigibt.

2. Die Erweiterung des reellen Zahlenkorpers

2.1 Motivierung einer Erweiterung von IR

Zunachst wollte ich den Schiilern deutlich.machen, dass es zwischen Folgen und
Zahlen Zusammenhinge gibt. Ich stellte ihnen daher die Frage, ob sie sich noch an die
Berechnung von /2 erinnerten. Natiirlich war den Schiilern klar, was mit /2 gemeint
ist, jedoch war einigen nicht mehr geldufig, dass das, was ein Taschenrechner bei der
Eingabe von /2 ausgibt, nur ein Niherungswert ist. Das Besondere irrationaler Zahlen
und ihrer rationalen Ndherungswerte wurde somit auf einem um zwei Jahre hoheren
Entwicklungsstand der Schiiler wiederholit.

Gleichzeitig bereitete diese Wiederholung die Zahlbereichserweiterung vor, denn
jeder Schritt der Intervallschachtelung fiir ﬁg wurde zu einem Glied fiir eine unendli-
che Folge rationaler Zahlen, die wiederum eine Beschreibung fiir die Zahl ﬁ ist.
Dabei ist die Folge (1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...) nur eine von vielen Moglichkeiten.
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Dem ,,Eingeweihten® ist natiirlich klar, dass hier der Grenzwert durch eine entspre-
chende konvergente Folge ersetzt wurde. Dies hitte neben jeder anderen Wurzel auch
alternativ mit der Einschachtelung von 1 iiber regelméBige Tangenten- und Sehnen-
vielecke geschehen konnen. Die Wurzeln sind aber wegen geringeren Rechenaufwands
zeitokonomischer. Aullerdem ist es fiir den weiteren Unterrichtsgang vorteilhafter, mit
den Dezimalfolgen zu arbeiten, die bei der Betrachtung von /2 am Taschenrechner
schnell entstehen.

Es tauchte natiirlich die Frage auf, ob auch rationale Zahlen durch Folgen von Dezi-
1
3
Dezimalbriiche ergeben, kamen die Schiiler recht schnell und gaben die Folgen (0, 3;
0,33; 0,333; ...) bzw. (0,4; 0,42; 0,428; ...) an. Ganze Zahlen durch Dezimalfolgen zu
ersetzen, betrachteten sie zwar als ziemlich aufwendig, aber es passte in die Systematik,
denn bereits bei abbrechenden Dezimalbriichen hatten sie Folgen akzeptiert, bei denen
ab einem bestimmten Folgenglied nur noch Nullen hinzu kamen.

Dezimalfolgen fiir Zahlen zu verwenden, musste natiirlich auch fiir die Schiiler
einen Sinn haben. Dies konnte mit der Notwendigkeit begriindet werden, dass man in
der Lage sein muB3, Zahlen miteinander zu vergleichen. GroBenvergleiche sind aber in
vielen Fillen nur iiber Folgen moglich. Von © und m z. B. kann man, wenn man
diese Zahlen symbolisch schreibt, nicht sagen, welche Zahl die groBere ist. Erst der
Vergleich zugehdriger Dezimalfolgen 16st das Problem. Beide Zahlen stimmen néamlich
im ersten Folgenglied iiberein, erst ab dem zweiten besitzt die Folge fiir /10 groBere
Werte, so dass damit der Grolenvergleich entschieden ist.

Da der GroBenvergleich gliedweise tiber die Folgen geschieht, sollte das Entspre-
chende auch fiir das Rechnen gelten. Addiert man z. B. zwei Zahlen, so hat man die Fol-
gen gliedweise zu addieren, damit sich die Summenfolge als Beschreibung der Summe
ergibt. Das funktioniert mit allen Grundrechenarten, allerdings sollte der Lehrer bei der
Multiplikation zunéchst seine Beispiele geeignet auswihlen, damit die Anzahl der Dezi-
malstellen von Faktoren und Produkt beim jeweiligen Index iibereinstimmt. Aber selbst
dann, wenn Schiiler das Problem der Stellenzahl aufwerfen, kann man jedes Folgen-
glied generell auf die Stellenzahl abrunden, die seinem Index entspricht. Auch diese
Folge beschreibt das Produkt der Zahlen, was die Schiiler natiirlich einsahen.

malzahlen beschrieben werden kénnen. Auf Briiche wie = oder ; , die also periodische

Anhand der Multiplikation von 9 und L1 wurde den Schiilern die Zahlbereichserwei-

terung von IR nach H nahe gebracht. Es entstand fiir die Schiiler der kognitive Konflikt,
dass das Produkt dieser beiden Zahlen 1 ergibt, wofiir die Folge (1,0; 1,00; 1,000; ...)
zu schreiben ist, dass jedoch bei der gliedweisen Multiplikation der zugehorigen Folgen
(9,0; 9,00; 9,000; ...) und (0,1; 0,11; 0,111; ...) die Produktfolge (0,9; 0,99; 0,999; ...)
entsteht. Es entstanden also fiir dasselbe Ergebnis zwei verschiedene Folgen, deren
Unterschied die Folge (0,1; 0,01; 0,001; ...) beschreibt.

Aus dieser Situation war ein Ausweg zu suchen. Zunéchst sahen die Schiiler sofort,
was es mit der Differenzfolge auf sich hat. Von Folgenglied zu Folgenglied kommt
immer eine weitere Null vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer hinzu. Sie nann-
ten sie deshalb eine Nullfolge. Auerdem erkannten sie, dass bei einem Vergleich die-
ser Folge mit derjenigen irgendeiner positiven Zahl stets die zweite grofier ist. Man
findet ndmlich immer ein Folgenglied, ab dem alle weiteren Folgenglieder der positiven
Zahl groBer sind.

Den Ausweg musste aber weitgehend der Lehrer weisen. Das geschah zum einen
mit dem Hinweis, dass die meisten Taschenrechner aufgrund ihrer Rundungsautomatik
keinen Unterschied zwischen 0,999999999 und 1,000000000 machen und bei der Mul-

tiplikation 9 - é die Zahl 1,000000000 ausgeben. Zum zweiten entspricht das auch der
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Theorie der reellen Zahlen; bei ihr werden beide Folgen als zwei Reprisentanten der-
selben Zahl, ndmlich der reellen 1 gesehen.

Eine dritte M6glichkeit wire aber, den unterschiedlichen Informationsgehalt beider
Folgen auch zu bewahren und sie als Reprisentanten zweier verschiedener Zahlen zu
betrachten. Die konstante Folge (1, 0; 1, 00; 1, 000; ...) stiinde dann fiir die reelle 1 und
die Folge (0, 9; 0, 99; 0, 999; ...) fiir eine weitere Zahl, die nicht reell, sondern hyperre-
ell ist. Auch die Differenzfolge (0, 1; 0, 01; 0, 001; ...) wire dann eine eigene hyperre-
elle Zahl d.

2.2 Die neue Zahlenmenge H

Fiir die Schiiler war diese Einfiihrung der hyperreellen Zahlen einsichtig. Insbeson-
dere wird dies durch die Differenzfolge sinnfillig; es ist eben ein Unterschied sichtbar,
auch wenn er kleiner als jede positive reelle Zahl ist.

Die Schiiler sahen zunichst nicht das Problem, das sich ergibt, wenn man konstante
Folgen als Kennzeichen reeller Zahlen heranzieht. Dann kann ndmlich die urspriingli-

che Folge (0,1; 0,11; 0,111; ...) nicht die reelle Zahl % reprisentieren. Dieses kann nur

die Folge (é; é; %; é; ) , auch wenn man damit das Prinzip der Dezimalfolgen wie-
der verlisst, mit denen die Zahlbereichserweiterung urspriinglich motiviert wurde.

Die Diskussion mit den Schiilern machte deutlich, dass hierin eine Schwierigkeit
liegt. Dennoch wurde den Schiilern klar, dass in der neuen Zahlenmenge H verschie-
dene Folgen auch verschiedene hyperreelle Zahlen beschreiben, die in der kleineren
Menge R fiir dieselbe reelle Zahl stehen. Dem Problem ist aber methodisch kaum aus-
zuweichen, da die Motivation, den Zahlbereich IR zu erweitern, durch ein geeignetes
Beispiel in der den Schiilern vertrauten Menge IR erfolgen muss. Andererseits ist es
natiirlich positiv und fiir Schiiler wichtig zu lernen, das urspriingliche Problem aus die-
ser Perspektive neu zu beleuchten, und dabei festzustellen, dass man es neu bewerten
muss. Nicht vertieft wurde an dieser Stelle, dass es fiir eine hyperreelle Zahl durchaus
auch verschiedene beschreibende Folgen gibt, die aber bei ,,gentigend vielen* Indizes
ibereinstimmen miissen.

Die Darlegungen des letzten Absatzes haben auch Konsequenzen auf ein anderes
Einfithrungsbeispiel. Bei den Produktfolgen namlich, die durch gliedweise Multiplika-
tion der Faktorenfolgen entstehen, empfahl ich aus didaktischen Griinden, ggf. so viele
Dezimalstellen abzuschneiden, bis die Anzahl der Stellen hinter dem Komma mit dem
jeweiligen Index des Folgenglieds iibereinstimmt. Dies ist natiirlich nur in der Menge
R erlaubt, da bei dieser MaBnahme der Grenzwert der Folge erhalten bleibt und somit
dieselbe reelle Zahl beschrieben wird. In der Menge H dagegen beschreibt die durch
Abschneiden der Dezimalen entstandene Folge eine andere Zahl als die urspriingliche.
Der Abstand dieser beiden Zahlen ist natiirlich kleiner als jede positive reelle Zahl
(bzw. grofer als jede negative reelle Zahl).

Es bleibt noch, den Schiilern die Begriffe zu vermitteln. Die Zahl d sollte eine sog.
infinitesimale, also betragsmiBig unendlich kleine Zahl sein. Da sie den Unterschied
zwischen den beiden hyperreellen Zahlen beschreibt, sahen die Schiiler auch, dass die
beiden Zahlen, reprisentiert durch die Folgen (1; 1; 1; ...) und (0,9; 0,99; 0,999; ...),
infinitesimal benachbart sind.

Weitere Beispiele infinitesimaler Nachbarn der 1 = (1; 1; 1; ...) fanden die Schiiler
nun selbst, wie z. B. (0,8; 0,98; 0,998; ...) oder (1,1; 1,01; 1,001; ...). Sie begriindeten
dies mit den Differenzenfolgen und erhielten damit gleichzeitig weitere infinitesimale
Zahlen. Sie erkannten auf diese Weise, dass jede reelle Zahl von lauter infinitesimalen
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Nachbarn umgeben ist und dass es auch unendlich viele infinitesimale Zahlen in der
Nachbarschaft der Null gibt. Die Besonderheit der Null als einziger reeller Zahl, die
zugleich infinitesimal ist, erkannten sie auch sofort, denn sie ist kleiner als jede positive
reelle Zahl, groBer als jede negative reelle Zah! und die zugehorige Folge (0; 0; 05 ...)
ist konstant.

Ich schildere diese Einfiihrung so ausfiihrlich, um deutlich zu machen, dass das
Thema Folgen bruchlos zu den hyperrellen Zahlen fiihrt. Dies ist fiir Schiiler besonders
wichtig, die einen sinnfilligen Unterrichtsautbau bendtigen. Auch wenn Grenzbetrach-
tungen nun ,,aulen vor“ bleiben, ist das wichtige Thema Folgen nicht unter den Tisch
gefallen und somit bei den Schiilern verankert. In Bezug auf die irrationalen Zahlen
fand sogar eine Vertiefung statt. Die Behandlung unendlicher Reihen ist nur verscho-
ben, denn auch sie lassen sich mit hyperreellen Zahlen leichter untersuchen.

2.3 Die neuen Zahlen und ihre Veranschaulichung

Der nichste Schritt bestand nun darin, herauszufinden, wie man die neuen Zahlen
auf der Zahlengeraden findet, denn sie sind ja zu den reellen Zahlen hinzugekommen.
Ich fragte die Schiiler, wo sie denn die infinitesimalen Zahlen suchen wiirden. ,,Bei der
Null, aber unendlich dicht daneben®, war die schnelle Antwort. Sie schlugen dann vor,
einen groBeren Mafstab zu wihlen. Die Diskussion um den Vergroflerungsmaf3stab
brachte die Schiiler darauf, dass eine endliche Vergroerung nicht ausreicht, man miisse
unendlich stark vergréBern. Sie fanden auch heraus, dass dann die Zahl Null die einzige
reelle Zahl ist, die man iiberhaupt noch zeichnen kann, alle anderen reellen Zahlen sind
durch die VergroBerung unendlich weit weggeriickt. Sie verstanden damit auch das
Besondere am Symbol der Unendlichkeitsbrille.

Die Ubertragung, dass die VergroBerung an jedem anderen Punkt der Zahlengera-
den zu entsprechenden Ergebnissen fiihrt, fiel den Schiilern leicht. Die infinitesimalen
Nachbarn jeder reellen Zahl wiirden nur durch diese Vergrofierung sichtbar.

Hier war von Bedeutung, die
Wichtigkeit der Achsenbezeichnung
zu betonen. Wirde man nédmlich
nicht die hyperreelle Zahlengerade,
sondern die reelle mit einem unend-
lichen Faktor vergrofern, so ergibe
das vergréBerte Bild nur den Punkt,
an dem vergrofert wurde. Durch
diese Problematisierung wurde aber
den Schiilern auch anschaulich klar,
dass die hyperreellen Zahlen zusitz-
liche Zahlen sind. Thren Abstand
zum reellen Nachbarn mit kleinen
griechischen Buchstaben zu bezeich-
nen, war eine Lehrervorgabe, die das
Besondere der infinitesimalen Zah-
Abb. 1: VergroBerung der reellen Zahlengeraden len betonte und von den Schiilern
(oben) und der hyperreellen Zahlengeraden eingesehen wurde. Dies zeigt Abbil-
(unten) jeweils mit einem unendlich groien Faktor dung 1.

Damit war die iibliche Bezeichnungsweise infinitesimaler Zahlen eingefiihrt.
Gleichzeitig war damit die Zusammensetzung der neuen hyperreellen Zahlen aus reel-
lem und infinitesimalem Anteil vorbereitet. An dieser Stelle hitte der reelle Teil auch
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direkt eingefiihrt werden konnen, da seine Existenz hier sinnfillig ist. Deswegen kann
sich der Beweis auch auf die Eindeutigkeit beschridnken. Existenzbeweise zu fiihren,
fallt den Schiilern schon aus psychologischen Griinden schwer und wird deswegen in
der Regel ausgespart.

Die Angabe, eine unendliche VergroBerung vornehmen zu miissen, war bei den
Schiilern noch auf Intuition gegriindet, da das unendlich Grofie noch nicht quantifiziert
war. [ch halte es aber nach wie vor fiir richtig, der Definition der infinitesimalen Zahlen
auch gleich die Veranschaulichung folgen zu lassen. Immerhin ,lebt” die Schulmathe-
matik — und nicht nur sie — wesentlich von optischer Veranschaulichung. Gleichzeitig
gibt die Intuition der Schiiler dem Lehrer aber auch die Moglichkeit, auf diese ,,noch
nicht entdeckte* Teilmenge von IH hinzuweisen.

2.4 Unendlich gro3e Zahlen und ihre Veranschaulichung

Hyperreelle Zahlen sind ausschlieBlich iiber die sie beschreibenden Folgen erklért.
Das war den Schiilern neu, denn bei reellen Zahlen standen ihnen noch geeignete Sym-
bole zur Verfiigung (Wurzelzeichen, log, sin usw.). Die Folgenschreibweise hyperreeller
Zahlen lésst aber Rechenoperationen in der Menge H zu, denn durch Anwendung der
Rechengesetze in R auf die einzelnen Folgenglieder werden die entsprechenden Opera-
tionen in IH vollzogen. Dies hatten die Schiiler am Anfang dieser Unterrichtssequenz,
wenn auch noch nicht bezogen auf die seinerzeit unbekannte Menge H, kennengelernt.
Diese Kenntnis tibertrugen sie auf die neuen infinitesimalen Zahlen; die Schiiler rechne-
ten mit den hyperrellen Zahlen, indem sie die reellen Rechengesetze auf die reellen Fol-
genglieder der die hyperreellen Zahlen beschreibenden Folgen anwandten.

Die Kehrtwertbildung einer Infinitesimalzahl fiihrte die Schiiler aber schnell zu wei-
tern, noch nicht erklirten, hyperreellen Zahlen. Ich stellte den Schiilern die Zahl
Ll

123 45
griechische Bezeichnung, und ich gab ihr den Namen o . Die Aufforderung, den Kehr-
wert dieser Zahl zu bestimmen, brachte die Schiiler auf die Folge (1; 2; 3;4; 5; ...).

Da sie nicht konstant war, musste diese Folge ebenfalls eine hyperreelle Zahl
beschreiben, die nicht gleichzeitig reell war. Die Schiiler erkannten, dass ihr Wert gro-
Ber als der jeder reellen Zahl sein muss, was sie dhnlich wie bei der Zahl d begriindeten.
Gleichgiiltig, welche reelle Zahl man zum Vergleich heranzoge, wiirde es immer ein
Folgenglied geben, ab dem alle weiteren Folgenglieder dieser Kehrwertszahl grofer
sind. Zur Verdeutlichung der Reziprozitit wurde diese Zahl einvernehmlich Q genannt.

Auch hier setzte ich fiir diese weiteren hyperreellen Zahlen die Bezeichnung, ndm-
lich , infinite Zahlen®. Im Gegensatz zu den infinitesimalen sind diese unendlich grof3.
Zugute kam dem Unterricht an dieser Stelle, dass die Schiiler des Lateinischen nicht
michtig waren, denn infinit und infinitesimal sind in der Bedeutung sehr #hnlich
(,,unbegrenzt” bzw. ,,unendlich klein*). Dass inan die nicht infiniten Zahlen ,finit“ nen-
nen sollte, fanden die Schiiler dann selbst. Angesprochen werden musste an dieser
Stelle aber auch, dass die infinitesimalen Zahlen auch zu den finiten gehoren. ,,Infinit®,
,1init“ und ,,infinitesimal bezeichnen also keineswegs disjunkte Zahlenmengen.

Die Lage der Zahl Q auf der Zahlengeraden fanden die Schiiler ebenfalls schnell.
Da der Wert der Zahl unendlich grof} ist, muss sie auch im Unendlichen zu finden sein.
Da die Schiiler die Unendlichkeitsbrille bereits kannten, kam auch bald der Vorschlag,
sie ,,umzudrehen®, die Zahlengerade also unendlich stark zu verkleinern.

Spitestens hier sollte die Sprechweise eindeutig werden. Es erwies sich als ungiin-
stig, dass das deutsche Wort ,,unendlich® sowohl das Grofe als auch das Kleine aus-
driicken kann. Die letzte MaBstabsverdnderung der Zahlengeraden sollte man als

...) vor, die sie als Infinitesimalzahl erkannten. Dies erforderte eine
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,,Verkleinerung mit einem infinitesimalen Faktor* bezeichnen. Dementsprechend werden
infinitesimale Groflenordnungen durch ,,Vergroferung mit einem infiniten Faktor sichtbar.

Ein kleines Problem war die Lage der
reellen Zahlen auf der verkleinerten Zahlen-
geraden. Im Unterrichtsgesprich wurde he-
raus gearbeitet, dass im Unterschied zu Q
jede noch so grofie reelle Zahl endlich ist.
Thr Abstand von der Null kann also bei Ver-

| [ | > | Keinerung mit infinitesimalem Faktor nicht

—Q 0 Q mehr zeichenbar sein. Folglich zeichneten

Icé sie ganz R als einen Punkt. Vermutlich aus

Symmetriegriinden war es aus ihrer Sicht

der Nullpunkt. Dass dort auch jede andere

Abb. 2: Graphische Veranschaulichung reelle Bezeichnung richtig wire, wurde

infiniter Zahlen durch Verkleinerung mit  nicht weiter thematisiert. Die Veranschauli-
einem infinitesimalen Faktor chung infiniter Zahlen zeigt Abbildung 2.

2.5 Ubertragung der Rechengesetze von R nach H

Fiir die Differenzialrechnung ist es nicht notwendig, mit konkreten hyperreellen Zah-
len zu rechnen. Dagegen ist es wichtig, liber die Verkniipfung hyperreller Zahlen die
Aussage treffen zu konnen, zu welchen der genannten Teilmengen ein Rechenergebnis
gehort. Eine leichte Erschwernis ist es, dass diese Teilmengen nicht disjunkt sind.

Mit den Schiilern wurden also die Verkniipfungstabellen erstellt, was eine gewisse
Zeit erforderte. Da aber fiir jede Grundrechenart eine eigene Tabelle zu erstellen war,
konnten unterschiedliche Arbeitsformen angewandt werden. Ebenso bot sich an, die
Vervollstindigung als Hausaufgabe zu stellen.

Den Schiilern fiel die Erstellung in den eindeutigen Fillen leicht. Dort, wo die
Zuordnung nur bei genauerer Kenntnis der zu verkniipfenden Zahlen moglich war (z. B.
bei der Multiplikation ,,infinit* mal ,,infinitesimal®), kamen die Schiiler mit Lehrer-
hilfe zu dem fiir sie iiberraschenden Ergebnis, dass es offenbar verschiedene Grade
von Unendlichkeit gibt. Diese Erkenntnis war fiir dle spétere Beurtellung der Diffe-
renzierbarkeit wichtig. Als Beispiel sei die Zahl Q? betrachtet, die wie Q ebenfalls
infinit ist. Multlphzlert man Q mit o, so erglbt sich die finite Zahl 1, dagegen ist das
Produkt Q? - @ gleich © und damit infinit. Q2 ist also stirker infinit als Q. Die Ver-
kntipfungstabellen fiir die Grundrechenarten (Abbildung 3, Multiplikationstabelle)
enthalten einige derartige ,,Offenheiten, weswegen ihre Erstellung keineswegs eine
Routinearbeit ist.

‘ ] H o ’ ¥ l r | Es bedeqter_l o
o,B,y : infinitesimale Zahlen
B ¥ ¥ ™ X, ¥, Z, : finite, nicht infinitesimale Zahlen
y Y z S I',A,©: infinite Zahlen
A ) ® O @) : Die Zuordnung des Ergebnisses zu den

Abb. 3: Multiplikationstabelle fiir die Menge IH

Ebenfalls in diese Teilsequenz fiel die Behandlung des reellen Teils hyperreeller
Zahlen, der bereits bei der graphischen Darstellung infinitesimaler Zahlen sowie ande-
rer finiter, nicht reeller hyperreeller Zahlen vorbereitet worden war. Deswegen wurde
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auf den schwierigen Existenzbeweis verzichtet und nur die Eindeutigkeit bewiesen, was
den Schiilern leicht fiel. An dieser Stelle wurde auch behandelt, dass eine Grenze zwi-
schen ,.finit“ und ,,infinit“ nicht angebbar ist, wozu auch gehorte, dass infinite Zahlen
keinen reellen Teil besitzen.

Um mit den hyperrellen Zahlen Analysis betreiben zu konnen, mussten die Schiiler
noch die Vertriglichkeit der Operation ,,Bilden des reellen Teils* mit den Grundrechen-
arten lernen. Ohne groBe Hilfe zeigten die Schiiler beispielsweise fiir die Multiplikation
der Zahlen h = a+ o und kK = b+, dass

RT(h-k) = RT[(a+a) - (h+P)] =RT(a-b+a-f+a-b+0.-B) =a-b = RT(h)  -RT (k)

gilt, was aus der Multiplikationstabelle folgt.

Hyperreelle Zahlen waren nun in dem fiir die Differenzial- und Integralrechnung not-
wendigen Umfang eingefiihrt. Der Absicherung und Festigung des bisher Gelernten dienten
Ubungen. Neben der Bestimmung reeller Teile gehorten dazu auch Aufgaben zur Bestim-
mung des Bereichs, dem ein Verkniipfungsergebnis hyperreller Zahlen zuzuordnen ist.

3. Einfiihrung der Differenzialrechnung

3.1 Funktionsgraphen bei verschiedenen MaBstiben

Der Einstieg in die Differenzial-
rechnung geschah iiber die Betrachtung
von Geraden und Kreisen und Maf-
stabsvergroflerungen mit ihnen.

Unterstiitzt durch Folien erkannten
die Schiiler bald, dass Geraden und
Winkel bei jeder Vergroflerung erhal-
ten bleiben, dass aber Kreisbogen
immer gestreckter erscheinen, je stir-
ker man sie vergroBert.

Das bisher Gelernte iiber hyperre-
elle Zahlen motivierte die Schiiler zu
der Frage, was passiert, wenn man mit
einem infiniten Faktor vergroBert. Die
Kreislinie miisste dann infinit gestreckt
sein, d. h. wie eine Gerade aussehen.
Von der Tangente im betrachteten
Punkt wire sie dann nicht mehr zu
unterscheiden, was natiirlich noch zu
beweisen war.

i’ = a(d—a) hund asind infinitesimal

Der Beweis, dass die Kreislinie in h = Ja-Jd—a (d-a)ist finit
dlc;ser Vergroflerung als Ge‘ljade yAll h_ Ji—a S
zeichnen war, benutzt den Hohensatz a = Quotient ist infinit
am rechtwinkligen Dreieck, einen sonst
in der Schule nur am Rande behandel- = a st stirker infinitesimal als &

ten Satz. Abbildung 4 zeigt die Ver-
hiltnisse wegen der Anschaulichkeit Abb. 4: Bei Vergréfierung mit einem
in einem finiten Maflstab sowie die infiniten Faktor erscheint der Kreis
Rechnung dazu. als eine Gerade.
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Die geometrischen Beziehungen gelten aber auch fiir infinitesimale Streckenlidngen
und werden fiir einen infinitesimalen Maf3stab interpretiert.

Zu kldren war, ob ein infinitesimal benachbarter Kreispunkt des Tangentenbertiihr-
punktes auch nach Anwendung eines infiniten Vergroferungsfaktors bereits ,,neben*
der Tangente gezeichnet werden muss. Das Ergebnis war, dass dieser Nachbarpunkt
einen stirker infinitesimalen Abstand von der Tangente besitzt als er vom Tangentenbe-
riihrpunkt entfernt ist. Die Schiiler verallgemeinerten diese Erkenntnis, indem sie sag-
ten, dass zwei infinitesimale Lingen nur dann in der gleichen VergroBerung mit finiter
Linge zeichenbar sind, wenn ihr Quotient finit ist. Damit war der Zusammenhang zwi-
schen Kreis und Tangente auf eine neue Grundlage gestellt. Insbesondere war sehr deut-
lich, wie sich eine Tangente an den Kreis anschmiegt.

3.2 Tangente und 1. Ableitung

Das Problem von Steigung und Tangente wurde nun auf die Normalparabel iibertra-
gen. Wie wire sie zu zeichnen, wenn man sie — nach hyperreeller Erweiterung — an einem
Punkt P mit einem infiniten Faktor vergroBert? Dass das Schaubild dann eine Gerade ist,
wurde sehr dhnlich wie bei der Kreislinie bewiesen. Auch bei der Parabel ist die Kriim-
mung bei dieser Vergréflerung von infinitesimaler Groflenordnung und somit nicht zei-
chenbar. Die Parabel besitzt also das gleiche vergroferte Bild wie eine ganz bestimmte
Gerade. Diese sollte von nun an die Tangente der Parabel im betrachteten Punkt sein.
Abbildung 5 veranschaulicht den Gedankengang fiir den Graphen Gyeiner Funktion f.

[ 2 I SR— g
Vo= flx) - !
v v
'xU 'xl
i RT
V& Ya
Gf
\ Tangente
¥, = fx) > P g
0 o~ - X

Abb. 5: Die Funktion wird zuniichst hyperreell erweitert, ihr Graph danach mit einem
infiniten Faktor vergriéBert. Der Graph erscheint dann als Gerade mit einer bestimm-
ten Steigung. Nach Ubergang zum reellen Teil und Riicknahme der VergroBerung er-
scheint der Graph mit Tangente in P.
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Die Tangente an einer Parabel war damit auf eine sehr anschauliche Weise einge-
fithrt. Gleichzeitig war fiir die Schiiler die Bedingung erkennbar, unter der eine Kurve
tiberhaupt eine Tangente besitzen kann. Das ist ndmlich dann der Fall, wenn sie bei
VergroBerung mit einem infiniten Faktor als Gerade erscheint. Mir als Lehrer blieb nur
noch, den Fachbegriff zu vermitteln: Funktionen, deren Graphen diese Eigenschaft
besitzen, nennt man differenzierbar.

Damit war der Einstieg in die Begrifflichkeit der leferenzmlrechnung gefunden.
Wegen der einheitlichen Nomenklatur war es nun erforderlich, die traditionellen, auf
Leibniz zuriickgehenden, Begriffe der Differenzialrechnung einzufiihren. Die folgende
Argumentation war fiir die Schiiler sehr leicht nachvollziehbar: , Zwei infinitesimal
benachbarte Punkte P und Q unterscheiden sich in x-Richtung um einen infinitesimalen
Wert, den man aus historischen Griinden ein Differenzial nennt und mit dx bezeichnet.
Entsprechend unterscheiden sich die zugehorigen y-Werte um das Differenzial dy. Da
dy und dx Zahlen sind, kann man mit ihnen rechnen, beispielsweise auch dividieren.
Bei der Division von dy durch dx ergibt sich somit ein Differenzialquotient, sofern
dx # 0 gilt, was hier der Fall ist.”

Der Differenzialquotient ist bei diesem Zugang tatsichlich ein Quotient, weswegen
auch dy durch dx gesprochen wird. Weiter: ,Ist eine Funktion an einer bestimmten
Stelle differenzierbar, so besitzen dort alle mdglichen Differenzialquotienten denselben
reellen Teil. Bestimmt man ihn, so geht man damit gleichzeitig in die reelle Zahlenwelt
zuriick.** Damit waren wir wieder bei der reellen Normalparabel, die ja Gegenstand der
Untersuchung war, nun aber zusitzlich versehen mit der Tangente im Punkt P. SchlieB-
lich blieb wieder nur die Mitteilung der Fachbegriffes: ,,.Diesen reellen Teil aller Diffe-
renzialquotienten an einer bestimmten Stelle x; nennt man die 1. Ableitung der
Funktion an dieser Stelle. Sie gibt die Steigung sowohl von Tangente als auch Kurve im
betrachteten Punkt an.*

Die Berechnung des reellen Teils ist auch fiir die Schiiler einfach. Fiir den Punkt
P(2;4) erhilt man mithilfe eines infinitesimal benachbarten Punktes Q(2 + dx;(2 + dx)~ )

RT(f(2+d2—f(2)) _ RT(4+4dx2;dx) _4) _

Der ,.Eingeweihte* wird feststellen, dass die erforderlichen Termumformungen die-
selben sind wie in der ,,Grenzwertanalysis“, allerdings ,,befreit vom Limes*. Vergleicht
man ,,Infinitesimalanalysis* mit ,,Grenzwertanalysis®, so wird deutlich, dass die zumin-

dest vielen Schiilern listige Symbolik lim  wegfillt, die im Grunde genommen nur
dx—0

durch die Termumformungen hindurch geschleppt werden muss. lim  symbolisiert
dx—0

einen Prozess, der in der , Infinitesimalanalysis“ nicht notwendig ist, da die hyperreel-
len Zahlen das Unendliche bereits zahlenméBig beschreiben.

Bei diesem Zugang zur 1. Ableitung waren also keine grolen Klippen zu umschif-
fen. Auch fiir die Schiiler stellte er jedenfalls kein Problem dar. Das Handwerkszeug,
mit dem Unendlichen zu rechnen, war ihnen ja bereits vertraut, sodass sie es zur
Bestimmung der 1. Ableitung nur noch anzuwenden brauchten. Besonders hilfreich war
die graphische Unterstiitzung. Zwar wird auch beim Zugang iiber Grenzwerte mit vie-
len Zeichnungen gearbeitet; aber hier wurde von den Schiilern nicht verlangt, sich eine
irgendwie geartete Bewegung in der Zeichnung vorzustellen. Es ist eben hier nicht so,
dass eine Sekante zur Tangente wird. Vielmehr ist die Tangente in der mit einem infini-
ten Faktor vergroBerten Zeichnung der Normalparabel bereits sichtbar, und ihre Stei-
gung ergibt sich mit einer sehr einfachen Rechenoperation.

= RT (4 +dx) = 4.
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3.3 Regeln der Differenzialrechnung

Die weitere thematische Vorgehensweise war die gleiche wie bei der ,,Grenzwert-
analysis“, methodisch unterschied sie sich aber durch die Verwendung hyperreeller
Zahlen. Es folgten Ubungen zur Berechnung weiterer konkreter Steigungen, schlieflich
wurde die Verallgemeinerung zur Ableitungsfunktion vollzogen. Ableitungen unter-
schiedlicher Potenzfunktionen fiihrten wie iiblich zur allgemeinen Ableitung von Funk-
tionen dieser Klasse. Es schlossen sich Identitits-, Konstanten-, Summen- und
Faktorregel an, die die Schiiler teilweise in arbeitsteiliger Gruppenarbeit bestimmten. Das
fiel ihnen leicht, da sie den Beweisen der entsprechenden Regeln nicht Vermutungen vor-
anstellen mussten, sondern die ersten Ableitungen jeweils einfach ausrechneten. Jedesmal
war nach Erweiterung der Funktion ins Hyperreelle zunichst ein Differenzialquotient
dy

d—;c mit beliebigem dx # 0 aufzustellen, dieser umzuformen und danach der reelle Teil zu

bilden. Der Eigenarbeit der Schiiler kam dabei zugute, dass sie nicht auf die nach aller
Erfahrung zunéchst unangenehme Limesschreibweise zuriickgreifen mussten.

Dem Leser stelle ich anheim, diese einfachen Regeln mithilfe hyperreeller Zahlen
selbst zu errechnen. Auch hier sind dieselben Termumformungen vorzunehmen wie bei
der Arbeit mit Grenzwerten, z. B. beginnt die Rechnung fiir die Summenregel mit

Damit stand den Schiilern alles zur Verfiigung, um Kurvendiskussionen und
Extremwertaufgaben bearbeiten zu kénnen. Ebenso konnten sie Funktionalgleichungen
aus Eigenschaften der Steigung und der Kriimmung ihrer Graphen aufstellen. Sie waren
also dort angekommen, wo sie auch iiber Grenzwerte hitten ankommen miissen. Nach
meiner Erfahrung hat der Weg iiber die hyperreellen Zahlen weniger Zeit bendtigt als
der iiber Grenzwerte. Bei vielem, das nun aber thematisch folgt, werden Grenzwerte
nicht unbedingt bendtigt. Nach aller Erfahrung wiirden Schiiler dieses fiir viele von
ihnen unangenehme deswegen Kapitel schnell vergessen.

4. Einfiihrung der Integralrechnung

4.1 Rechtecke mit infinitesimaler Breite

Ublicherweise beginnt der Unterricht zur Integralrechnung mit dem Problem, den
Inhalt krummlinig berandeter Flichen zu berechnen. Zum Einstieg in dieses Gebiet ist
dieses Vorgehen wegen seiner Anschaulichkeit auch bei der Arbeit mit hyperreellen Zah-
len sinnvoll und richtig. Gegeniiber der herkommlichen ,,Grenzwertanalysis* kommen
durch die Infinitesimalanalysis sehr schnell wesentliche Erleichterungen fiir den unter-
richtenden Lehrer wie fiir die Schiiler zum Tragen. Dies geschieht wie in der Differenzial-
rechnung bereits bei den einfachen, noch an konkreten Zahlen orientierten Beispielen.

Um den Schiilern den Zusammenhang zwischen dem Flicheninhalt unter einem
Funktionsgraphen und dessen Stammfunktion nahe zu legen, lieB ich sie zunichst Fli-
cheninhalte unter Geraden bei variabler oberer Grenze berechnen. Dabei befand sich die
untere Grenze zunichst bei 0, wurde dann aber auch an andere Stellen gesetzt. Die
Schiiler zogen daraus die Erkenntnis, dass — zumindest bei konstanten und linearen
Funktionen — Stammfunktionen jeweils eine Rolle beim Fliacheninhalt spielen. Ob sich
diese Vermutung bei einer krummlinig berandeten Flache erhirten ldsst, sollte dann an
der Normalparabel untersucht werden.
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Die Schiiler erkannten sofort die Schwierigkeiten. Inhaltsberechnungen konnten sie
nur bei Kreisen oder geradlinig begrenzten Flichen vornehmen. Es war natiirlich nicht
schwierig, die Diskussion so zu lenken, dass man dem tatséichlichen Flicheninhalt doch
zumindest ziemlich nahe kommen kénne, wenn man die untersuchte Fldche mit schma-
len Rechtecken auslegte.

An dieser Stelle war es noch nicht sinnvoll, auf infinitesimal schmale Rechtecke zu
orientierten, denn fiir den Lernerfolg war es wichtig, zunichst die algebraische Struktur
der Flicheninhaltsberechnung mit den Schiilern einzuiiben. Beispielhaft wurde also aus
didaktischen Griinden das untersuchte Intervall [0;1] erst einmal in acht gleiche
Abschnitte unterteilt. Es ergab sich fiir die Summe der sieben Rechteckflicheninhalte
zwischen Graph und x-Achse (fiir ,,Eingeweihte“: die Untersumme)

3 5 3 :
Ag(l) = .. = (%) (17427 +3%°+ ... +7H =(1j dggs=2180.10 3

8/ 6 512 3

Positiv war an diesem Ergebnis bereits, dass es kleiner als das erwartete (nimlich
Stammfunktion mit ¢ = 0 an der Stelle 1) war. Dabei wurde auf den Beweis, dass die
Summe der Quadrate in o. g. Produkt umgewandelt werden kann, verzichtet. Schiiler
meinten nun, dass das Rechenergebnis desto weniger vom gesuchten Flicheninhalt
abwiche, je schmaler man die Rechtecke machte. ,,Sie miissen infinitesimal schmal
sein®, kam recht schnell von Schiilerseite. Die hyperreellen Zahlen und die Vorstellung
von ihnen war also gut in den Kopfen der Schiiler verankert.

Es wurde nun der ver-
bleibende Fehler betrachtet,
wenn man infinit viele
Rechtecke von infinitesima-
ler Breite nimmt. Die Ver-
groBerung mit der ,,Unend-
lichkeitsbrille streckte den
berandenden Funktionsgra-
phen zu einer Geraden. Die
Schiiler erkannten, dass bei
geeigneter Anordnung der
Rechtecke diese den Fli-
cheninhalt bis auf eine infi-
nitesimale Abweichung, | |
her-vorgerufen durch die ‘
nicht zeichenbare Kriim-
mung des Graphen, exakt
ergibe, ndmlich wenn man Abb. 6: Rechtecke von infinitesimaler Breite unter der
den Funktionswert der je- mit einem infiniten Faktor vergriBerten Normalparabel.
weiligen Intervallmitte als Die Strichelung macht die infinite Entfernung zu den
Seitenlidnge des Rechtecks Achsen deutlich.
wihlt.

Aber auch, wenn man kleinere oder grofiere Rechtecke nithme, wire eine Abweichung nur
infinitesimal groB3. Dies zeigt Abbildung 6.

Aber auch bei allen Summationen der Rechteckfldchen muss sich ergeben, dass sie
nur infinitesimal vom Flicheninhalt unter dem Graphen abweichen und somit densel-
ben reellen Teil besitzen. Dies war zu kldren, denn bei einer infinitesimalen Abwei-
chung jeder einzelner Rechteckfliche vom jeweiligen infinitesimal breiten
Flachenstiick unter dem Graphen konnte die Summe, da infinit viele Rechtecke zu

RE
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addieren sind, eine nicht mehr infinitesimale Abweichung ergeben. Dass dies nicht der
Fall ist, lieB sich jedoch zeigen.

Innerhalb eines Intervalls der infinitesimalen Breite dx eines Rechtecks variiert der
Funktionswert von f um einen maximalen, aber ebenfalls infinitesimalen Wert s;. Der
Flidcheninhalt weicht dann hochstens um das Produkt (dA); = dx - 5; vom gesuchten Fli-
cheninhalt ab. Dabei ist s; die grofite Abweichung der Funktion f von der Hohe des
Rechtecks y; im jeweiligen Intervall. Jedes Rechteck besitzt i. a. eine andere Schwan-
kungsbreite. Schitzt man die Summe aller Schwankungsbreiten nach oben ab, indem
man die groBte von ihnen — dass diese grote Abweichung existiert, ist eine Eigenschaft
hyperfiniter Mengen — fiir alle annimmt, und summiert dann fiir alle N (ein grofes grie-
chisches Ny) Rechtecke, so erhilt man fiir dic Gesamtabweichung der Rechtecksumme
vom gesuchten Flicheninhalt (dA),,,, = N - dx - 5,,,,- Da N - dx gleich der reellen Inter-
valllidnge ist, ist das Produkt (dA),,,, wegen des weiteren infinitesimalen Faktors s,,,,
aber infinitesimal. Damit weichen also alle Summen infinitesimal breiter Rechtecke nur
infinitesimal vom gesuchten Fldcheninhalt unter dem Graphen ab.

Der Leser erkennt, dass es nicht mehr unbedingt nétig ist, von Ober- und Untersum-
men zu sprechen. Hier reicht als Erkldrung aus, dass der Unterschied aller Summatio-
nen von Rechtecken, die jeweils alle einen Punkt (ihrer infinitesimal breiten Seite) mit
dem Graphen gemeinsam haben, infinitesimal ist. Sie besitzen damit alle denselben
reellen Teil, welcher der gesuchte Flicheninhalt ist.

Die Schiiler fiithrten die Rechnung an der Tafel aus und erhielten
An(D=...
= (@012 4224324 L (NZ 1))
1

:(dx)3‘6(N—1)-N-(2N—1)

1

= (dx)’ - g (2N3 —3N2 + N).

Wegen N dx = 1 ergab sich nach Ausmultiplizieren
S My
AN(D) = 3 2d,x+ 6(dx) i

dessen reeller Teil gleich dem erwarteten % 1° war.

Fiir den Fall, dass die obere Grenze bei b liegt, erhielten die Schiiler entsprechend

%-b{ womit fiir die Parabel ebenfalls gezeigt war, dass Fldchen unter ihr iiber eine

Stammfunktion zu berechnen sind, dass also dje Fldcheninhaltsfunktion eine Stamm-
funktion der Funktion des berandenden Graphen ist.

Ich denke, am Beispiel der Parabel wurde deutlich, dass die hyperreellen Zahlen ein
gutes Hilfsmittel sind, Fldcheninhalte zur Einfilhrung der Integralrechnung zu benutzen.
Nach gedanklicher Durchdringung des Problems waren die Schiiler in der Lage, den
Flacheninhalt (im wahrsten Sinne des Wortes) zu berechnen.

4.2 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Die bisherigen Erkenntnisse waren natiirlich noch nicht allgemeingiiltig. Es musste
der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung bewiesen werden. Schwieriger zu
zeigen ist, dass F ' (x) = f(x)gilt, also der ,,Ableitungsteil”. Der ,,Stammfunktions-
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teil” wurde danach (kurz und formal behandelt) von den Schiilern aufgrund des voran-
gegangenen Unterrichts sofort akzeptiert.

Die Schwierigkeit fiir die Schiiler besteht beim ,,Ableitungsteil“ in der Hiufung von
Formalismen. Dadurch aber, dass bei der Verwendung hyperreeller Zahlen .wenig-
stens* die Limesschreibweise nicht auftritt, tritt doch eine bedeutende Vereinfachung
ein. Zu zeigen ist bekanntlich die Giiltigkeit von

P = R LW )

dx .

Das Differenzial dF (x) bedeutet F(x + dx) — F(x), wie aus der Differenzialrech-

nung bekannt.

+dx X
,Dabei gelten F(x+dx) = r f(r)ydt sowie F(x) = J. f(t)dt, deren Unter-
a

schied in der mit infinitem Faktor vergroBerten Zeichnung gerade ein »Irapez der
Hohe dx ist. Dies konnte ich den Schiilern anhand der bereits bei der Parabel verwende-
ten Zeichnung verdeutlichen.

Der das Differenzial dF(x) beschreibende Flicheninhalt lag nun im GroBenver-
gleich zwischen den Rechteckinhalten u - dx und o - dx. Bei Beschrinkung auf positive
Funktionswerte steht u fiir den kleineren Funktionswert der Intervallriinder und o fiir
den groBeren. Diese Flichen konnten bei waagerechtem Verlauf des Graphen auch alle

X +dx
gleich groB sein, so dass sich die Ungleichungskette i - def f@®dt<o-dx

ergab. Division durch dx und anschlieBende Bildung des reellen Teils fiihrten auf
C+dx

f(0)dt

f(x) = RT () SRT| Z———— ldx<RT (0) = f (x) ,

womit der Satz bewiesen war. « und o sind niAmlich infinitesimal benachbart und besitzen
somit denselben reellen Teil f (x), sodass fiir die Kette nur die Gleichheit gelten kann.

Auch der Beweis des Hauptsatzes zeigt die Vorteile der Infinitesimalmathematik.
Wie bei den Regeln der Differenzialrechnung wird auch hier der Zusammenhang
errechnet.

4.3 Regeln der Integralrechnung

Als einfache Regeln der Integralrechnung folgten nun die Intervalladditivitit, die
Integration von Funktionssummen, die Faktorregel sowie die Regel iiber die Vertau-
schung der Grenzen. Sie alle lassen sich nach demselben Prinzip errechnen, was die
Schiiler arbeitsteilig und z. T. als Hausaufgabe durchfiihrten. Zuniéchst sind nach
Erweiterung ins Hyperreelle die Integrale als reeller Teil infiniter Summen iiber infini-
tesimal breite Rechtecke, also z. B.

\ A
f f(x)dx = RTZ (f(a+i-dx) -dx),
a i=1
zu schreiben. AnschlieBend fiihrt man die jeweils geeigneten Operationen innerhalb der
Summen durch, um danach wieder zur Integralschreibweise zuriickzukehren. Auch
hierbei wird also zunichst die Funktion ins Hyperreelle erweitert, wo die erforderlichen
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Umformungen stattfinden. Mit dem Bilden des reellen Teils geht man zum Schluss wie-
der in die reelle Zahlenwelt zuriick.

Es zeigte sich auch hier als sehr positiv, dass auf die Limesschreibweise verzichtet
werden konnte. Die Schiiler waren fihig, die selbst errechneten Regeln in Anwendungs-
aufgaben sicher einzubringen.

5. Schlussbetrachtung

Mit diesem Beitrag sollte anhand von Unterrichtserfahrungen deutlich werden, dass
der didaktische Ansatz, die Grundlagen der Differenzial- und Integralrechnung mithilfe
hyperreller Zahlen zu erarbeiten, schliissig ist und gegeniiber dem herkémmlichen Her-
angehen iiber Grenzwerte eine Reihe von Vorteilen bietet. Sie sollen fiir Kolleginnen
und Kollegen Anregung sein, es ebenfalls einmal mit den hyperrellen Zahlen zu versu-
chen.

Zum einen werden Schwierigkeiten gleichméBiger auf den Unterricht verteilt und
treten nicht an manchen Stellen gehiuft auf. Dies zeigt bereits die Gliederung dieses
Aufsatzes, die auch dem Unterrichtsgang entspricht. Zunichst wird das Unendliche
quantifiziert, indem der reelle Zahlenkorper um Zahlen erweitert wird, die betragsmé-
Big unendlich groB und unendlich klein sind. Nach diesem Schritt erst wird im wahrsten
Sinne des Wortes mit den Differenzialen gerechnet. Im dritten Schritt werden mit die-
sen Differenzialen auch Inhalte krummlinig berandeter Flichen berechnet.

Der zweite Vorteil besteht darin, dass man die entsprechenden Regeln errechnen
kann, was Schiilern leichter fillt. Sie brauchen i. a. nicht ein Ergebnis zu vermuten und
anschlieBend dessen Wahrheitsgehalt zu beweisen. Diese Moglichkeit, Regeln zu
errechnen, hat ihre Ursache in der vorher erfolgten Quantifizierung des Unendlichen in
Form der hyperreellen Zahlen. Ganz dhnlich wie man in der analytischen Geometrie
den Satz des Pythagoras in einer Zeile beweisen kann, nachdem man ihn in das Skalar-
produkt hineingesteckt hat, sind in der Infinitesimalanalysis die zu findenden Regeln
implizit ebenfalls bereits mit den hyperrellen Zahlen erschaffen worden. Die Schiiler
brauchen sie nur noch rechnerisch zu ,,destillieren®; sie miissen sich dem Ergebnis nicht
erst iiber alle Grenzen hinweg nihern, denn sie sind bereits unendlich dicht dran.

Zum dritten ist das Vorgehen dadurch besonders anschaulich, dass die verwendeten
Grafiken immer Zustéinde beschreiben und nie Vorgénge.

Zum vierten ergiebt sich eine Gelegenheit, den Folgencharakter der Intervallschach-
telung auf hoherem Niveau erneut ins Bewusstsein zu heben. Dies kann in der neunten
Jahrgangsstufe bei der Einfiihrung von irrationalen Zahlen nur auf einem niedrigen Pri-
zisionsniveau erfolgen und wird bis zur gymnasialen Oberstufe zumeist wieder ver-
schiittet.

Und schlieBlich ist es doch auch eine neue Qualitit, wenn man die Fihigkeit
gewinnt, mit dem Unendlichen quantitativ, und nicht nur qualitativ, umzugehen.
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Unendliche Reihen

von Thomas Kirski

1. Konvergenz unendlicher Reihen

Um die Unmoglichkeit jeglicher Bewegung zu beweisen, benutzte der Philosoph
Zenon von Elea (ca. 490 bis 430 v. Chr.) u. a. das Paradoxon von Achilles und der
Schildkréte, die beide ein Wettrennen durchfiihren sollen. Wegen ihrer sprichwortli-
chen Langsamkeit erhilt die Schildkrote allerdings einen Vorsprung, den Achilles
zunéchst einmal aufholen muss. Wihrend dessen bewegt sich die Schildkréte jedoch
ebenfalls weiter, so dass nun ein neuer Vorsprung entsteht.

Zenon argumentiert nun so: Da jedesmal ein weiterer, wenn auch immer kleiner
werdender Abstand iibrig bleibt, miisste Achilles eine unendliche Anzahl von Abstin-
den iiberwinden, und daher kann die Bewegung niemals vollendet werden.

Um Zenon zu widerlegen, miissen wir nachweisen, dass diese unendliche Anzahl
von Aufholvorgingen doch in endlicher Zeit erfolgt. Nehmen wir der Einfachheit hal-
ber an, dass Achilles doppelt so schnell wie die Schildkréote 14uft. (Es reicht natiirlich
aus, wenn er iiberhaupt schneller 13uft, s. u.).

Wir bezeichnen die Zeit, die Achilles benétigt, um den ersten Vorsprung der Schild-

krote aufzuholen, mit ¢. Da die Schildkréte wihrend dieser Zeitspanne nur halb so weit
kommt wie Achilles, braucht dieser fiir den zweiten Vorsprung nur noch %t, fiir den
dritten %t, fiir den vierten ét usw. Die gesamte Zeit 7, die Achilles benétigt, um die
Schildkrote gerade einzuholen, betrigt daher

PP VIR VI P
24 8 7

t(1+l+l+1+ )
statgte )

Wenn wir Zenon widerlegen wollen, miissen wir also zeigen, dass diese Summe
unendlich vieler reeller Zahlen, die man iiblicherweise unendliche Reihe nennt, zu einer
bestimmten ,.endlichen* reellen Zahl gehort. Eine solche unendliche Reihe nennt man
dann konvergent.

Setzen wir die Existenz hyperreeller, also insbesondere infiniter und infinitesimaler
Zahlen voraus, dann kdnnen wir die Konvergenz unendlicher Reihen miihelos definie-
ren:

T

Definition 1 (Konvergente unendliche Reihe)

Eine unendliche Reihe ag+ ay +ar+ ... +a, + ... N
heifit konvergent genau dann, wenn fiir jedes infinite h)pematiirlichel N die Summe Z a;
finit ist und unabhdingig von N denselben reellen Teil besitzt. i=0

Fiir diesen reellen Teil benutzen wir folgende Schreibweise:
- N
Za[ :=RT ( Zai]
i=0 i=0
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“1\N
Bei der zu untersuchenden Reihe 1 + ; + 411 + é +...+ (%) handelt es sich um
4 ;

eine geometrische Reihe, die allgemein die For

1+q+q2+q3+... +qN
mit q€ R hat. In unserem Beispiel ist also g = % Es kann mithilfe infinitesimaler Zah-
len leicht gezeigt werden, dass jede geometrische Reihe mit [ gl < 1 konvergiert. Dazu

betrachten wir die Summe

SN=1+q+q2+q3+...+qN.

Dann ist
g SN=q+@P+C+ ... +g"
also gilt offensichtlich
Sn-q-Sy=1-¢""*

und damit
N+1 N+1
s -l-g __1 g
N 1-¢g l—q 1-
Wenn nun lgl< 1 gilt, dann ist fur jedes infinite hypemdturllche N der Term qN *1und

damit auch der gesamte letzte Summand infinitesimal®. Dann g gilt unabhéingig von der
Wahl von N

1

Zq = RT(S,) = -
Lauft A(,h]lles doppelt so schnell wie die Schildkrote, dann ist g = - . Die (reelle) Zeit,
bis Achilles sie eingeholt hat, betrigt also

RI(T)=1- RT(1+1+1+1+ +(])NJ—21
A 3) )=

Allgemein gilt: Lauft Achilles p-mal so schnell wie die Schildkréte, dannist g = 11? , und

die Zeit bis zum Aufholen betrégt ﬁ - t. Wir erhalten fiir diese Zeit einen ,,endli-

chen* Wert, solange p > 1 ist, also solange Achilles iiberhaupt (mehr als infinitesimal)
schneller 1duft als die Schildkrote.
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Reihe

2__=L _1_ _l_+L R B
~k(k+T) TT272373 5 N(N+1)’
=1

Mithilfe vollstindiger Induktion erhalten wir fiir.eine beliebige Summe

B N
SN"kZ]k(kH) T N+1°

Durch Division mit Rest ergibt sich dann fiir jedes infinite N:

- wck) - -2
RT(Sy) = RT(N+1 = RT| 1 N1/ = 1
Die Reihe konvergiert also und es gilt

°° 1
zk(k+1) -
k=1
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2. Weitere Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Um nicht immer auf die Definition 1 zuriickgreifen zu miissen, sind weitere Krite-
rien fiir die Konvergenz von unendlichen Reihen niitzlich. Besonders anschaulich ist
das folgende Konvergenzkriterium, das sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

Satz 1

Eine unendliche Reihe ag+ay+ ay+ ... + a, + ... ist genau dann konvergent, wenn fiir
alle infiniten M und N, (M < N), gilt:

RT[ iai} =0

i=M

Das bedeutet: eine unendliche Reihe konvergiert genau dann, wenn der Reihenrest zu
einer beliebigen infiniten Teilsumme infinitesimal ist.

Beweis M N
Wir betrachten die beiden infiniten Teilsummen Sy, = » a, und Sy = Y q;.
i=0 i=0
Wenn die unendliche Reihe ag + a; + a5 + ... + g, + ... konvergiert, sind die reellen
Teile aller infiniten Teilsummen gleich: RT(Sy) = RT(Syp). Daher gilt dann

N
RT (S\) —RT(Sy) = RT(Sy-Sy) = RT[ Z a[) =0
i=M
und umgekehrt.
Betrachten wir als Beispiel die harmonische Reihe:

N
zl=1+l+l+l+l+...+—l—.
; 0k 2 3 45 N

Diese Reihe konvergiert nicht, denn wir erhalten beispielsweise

2N
11 1 1 1 11
)y PTNsI TNt N ot NN Ty

k=N+1

Der Reihenrest zu dieser infiniten Teilsumme ist also sicher nicht infinitesimal. Eine
unendliche Reihe kann selbstverstiindlich nicht konvergieren, wenn ihre Summanden
mit wachsendem Index immer grofier werden. Daher ist das folgende, sehr niitzliche
Konvergenzkriterium plausibel.

Satz 2 (Quotientenkriterium)

Wenn fiir alle infiniten Indizes N der Absolutwert des Quotienten zweier aufeinander
folgender Summanden einer unendlichen Reihe finit ist und ein und denselben reellen
Teil r besitzt, der kleiner als 1 ist, dann ist diese Reihe konvergent.

Kurz:
N
):r<1 = RT(ZaJ=O
i

RT(
=M

Ist r > 1, dann konvergiert die Reihe nicht.

aN .|

an
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Beweis
Sei ¢ eine reelle Zahl zwischen r und 1. Weil r der reelle Teil der Quotienten ist,
muss fiir alle infiniten N gelten:

an .|

<q oderauch |ay, |<gq-|ay|-
N

In der Menge der hyperreellen Zahlen H gilt also die formale Aussage
Vngdnzny:  ay,|<q-|ay|
(wir kénnen ja ng infinit wihlen).

Diese Aussage gilt nach dem Transferprinzip auch in IR, d. h. auch fiir ein finites n.
Wir erhalten daher fortlaufend:

il <a-la,] Ja,ol<q|a, a

n und fiir i > ng gilt

’ 'an+3|<q3'

a
)

demnach:

i-nyg
laf<d™™ | a,

Q
Nach diesen \l/\]oruberlegungen koénnen wir unsere Summe Z a; durch die geome-

N

. ] i=M
trische Summe Z q' abschiitzen: '
i=M
N N . a, N
DR AR ¥
i ny n,

i=M

q
N
Der gesuchte reelle Teil RT ( Z aij ist also Null, denn es gilt:

i=M
N |a”| N
0< ZaiSRT[—"Z]-RT[ qu},
i=M q i=M

a
denn der Bruch ‘ n“’ ist sicher finit und die geometrische Reihe konvergiert fiir g < 1,
nn
q
N
das heif3t RT( z q’] =0,q.e.d
i=M
Mithilfe des Quotientenkriteriums kdnnen wir leicht zeigen, dass beispielsweise die Reihe
M
ZIC—Z=O+1+‘—‘+2+—1§+§+§+ +&2
ok 2 4 8 16 32 64 T ,M
k=0 5 2
konvergiert. Denn mit ay : = I\LN erhalten wir fiir jedes infinite N
2N 2
r= RT(CM) - gr| B2 2 1 lRT(l+l) -1
ay 2 +1 N 2 N 2
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Auf die Reihe

z— 1+ + +L+L+ +L
16 25 M>
k_l

ldsst sich das Quotientenkritierium nicht anwenden. Denn mit a : = Lz erhalten wir
fiir jedes infinite N mithilfe der oben verwendeten Division mit Rest N

2
RT( ) - RT( (NNfI)ZJ

= RT[-(FI—I:—IL—T)—)Z

aN +1

an

N 2
= RT(I - )
N+1
=1.
Diese Reihe konvergiert aber, denn fiir alle Summanden gilt — 2 < k C k2+ 0

N

Wir haben oben schon gezelgt dass die Reihe 2 k ( kl konvergiert, also konver-

1)

giert auch die Reihe 2 gz k e

und da alle Summanden positiv sind, gilt fiir alle Reihenreste zu beliebigen infiniten
Teilsummen nach Satz |

N N

1 2

RT{ZP}=RT[ZWJ=O.
k=M k=M

Das Quotientenkriterium ist also nicht anwendbar, obwohl die Reihe konvergiert.
Wir untersuchen jetzt noch einmal die harmonische Reihe

Z =1 + LR S S
k 37175 M
k=1
Wie wir oben schon gezeigt haben, konvergiert die harmonische Reihe nicht. Das Quo-
tientenkriterium liefert hier

RT( jzRT(%):RT(I—N—I;—J: 1,

ist also wieder nicht anwendbar, obwohl die Reihe diesmal nicht konvergiert. Die bei-
den letzten Beispiel zeigen daher: Das Quotentenkritierium ist nur eine hinreichende,
aber keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe.

AN+ 1
an

3. Entwicklung von Funktionen durch Potenzreihen

Wiihrend Ableitungen bzw. Stammfunktionen zu den Polynomfunktionen p, mit
Pu®) = ax™ + a, _ X"~ 1+ ... +ayx + ag leicht aufgefunden werden konnen, gibt es
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andere Funktionen, bei denen dies nicht (einfach) moglich ist. Wie lauten z. B. Stamm-
funktionen von f mit f (x):exp(—xz) oder g mitg(x) = M‘?
X
Dabher ist es niitzlich, dass beliebig oft differenzierbare Funktionen in Form von
Potenzreihen geschrieben werden konnen, damit man diese dann gliedweise differen-

zieren bzw. integrieren oder zumindest Niherungswerte mit beliebiger Genauigkeit
berechnen kann.

Definition 2 (Potenzreihen)
Wenn fiir alle Indizes i die Summanden einer unendlichen Reihe die Form

P
ai—k,- X

haben, dann heiflt diese Reihe auch Potenzreihe, andernfalls nicht.

Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen ist grundsétzlich von der reellen Grofie
x abhingig. Mithilfe des Quotientenkriteriums konnen wir aber ermitteln, wann auf
jeden Fall Konvergenz vorliegt. Wir untersuchen daher, wann der reelle Teil r der Quo-
tienten existiert und kleiner als 1 ist. Dazu muss gelten:
)1l

k . N+1
):RT[LJ:RT(
N "
ky -

X

kN+1

ky

aN+]

|>r=RT(

ay

Diese Ungleichung ist sicher erfiillt, wenn

ky )

|x|<RT(

'N+1

Wir legen daher fest:

Definition 3 (Konvergenzradius)

N
Es sei z k;- x; eine (hyperreelle erweiterte) Potenzreihe.
ky

i=
kN+1 )

R:= RT(
heifit Konvergenzradius der Potenzreihe, falls R unabhdngig von der Wahl der infiniten
Zahl N ist.

Das bedeutet also, dass die betreffende Potenzreihe konvergiert, wenn | x| < R ist.
Die Taylorreihe zu einer Funktion f mit der Entwicklungsstelle O ist eine Potenzreihe:
RN O] .
2 f(0) i

i!

i=0
und auch allgemeiner mit der Entwicklungsstelle x;

£ (x) :
z l—‘ (x — XU) .
i=0
Allerdings sind die hier aufgeschriebenen reellen Teile nur sinnvoll, wenn |x - x0| den
Konvergenzradius nicht tiberschreitet.
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Beispiele

(I)Essei f = sin und x5=0.
Samtliche Ableitungen, die den Sinus enthalten, entfallen wegen sin(0) = 0.

i . i k
ista =D 2l o (D) : N e
Daher ist @, = el Y , alsok; = Qi D Der Quotient . liefert:
(D"
kv . @N+D!  _ (2N+2) (2N+3)
kN+] (_1)N+1 1

(CN+1D) +1)!

Sein Absolutbetrag ist also fiir jede infinite Zahl N positiv infinit. Von einem Konver-
genzradius im Sinne der Definition kann nicht gesprochen werden; die Taylorreihe fiir
den Sinus konvergiert fiir jede reelle Zahl x:

] 3 S 7
(- 2041 x

sin(0) = 2 o1 35T
0

i=

Mithilfe dieser Potenzreihenentwicklung kann beispielsweise das Integral

sin (x) e P

niherungsweise mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden.

(2) Es sei f=exp und xp = 0.

n k
Wegen exp'(x) = exp (x) ista, = x—',also k, = l' Der Quotient —~— liefert:
" n! n! kN4
k !
N _ (N+'1). - N+
kN+l N

Auch hier liegt kein Konvergenzradius im Sinne der Definition vor, die Exponential-
reihe konvergiert fiir alle x, und es gilt:
coon 2 30 4

X x
exp (x) = Zn—’ = l+x+=+=+=—+....
“n! ! ! !

Daraus ergibt sich sofort die bequeme Moglichkeit zur Berechnung der Eulerschen Zahl:

1 1 11
e=exp(l) = Zn_!:1+1+ﬂ+§+ﬂ+""
n=0

Weiterhin wird beispielsweise die ndherungsweise Berechnung des Integrals
1

3 2
< =X
Je dx
0

ermdglicht, indem man die Exponentialreihe mit —x? statt mit x entwickelt und dann bis
zur gewiinschten Genauigkeit gliedweise integriert.
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4. Vom Nutzen divergenter Reihen

Ein wesentlicher Nutzen bei der Verwendung infiniter und infinitesimaler Zahlen
besteht darin, dass wir mit ihnen wie mit gewohnlichen reellen Zahlen rechnen kénnen.
Dies zeigt sich besonders deutlich an dem folgenden Beispiel.

Die Beurteilung der Konvergenz der Reihe

M
k=zk2_l 3 8 15 24 MZ_1
ist mit dem Quotientenkriterium nicht méglich, denn mit ay = 21 erhalten wir

N+1]

2. 2 N -1
RT( ) - RT[Ni_ijzRT(#J.
an (N+1)"-1 (N +2N)

Durch Division mit Rest wird daraus

2 3
RT( )=RT(1__+—) =1.
N N’;2N

Erstaunlicherweise hi]ft uns hier die divergente harmonische Reihe weiter, denn es gilt

i _2 ( k-1 k+1) sz—l 22k+1

k= 2 k=2

aN+1
an

Diese Differenz zweier divergenter Reihen kdnnen wir auch so schreiben:
M

- 1(1+l—l_ ‘ ]
B 2 M M+1

Wir erhalten daher fiir den reellen Teil

M
1 1 1 1 1 1 1
RT(Z,{z_J = ®1(5(1+5-sp-wrn) )= 30+ 5)

k=2

Die Reihe konvergiert also, und es gilt

oo

]

ook 1

Anmerkungen

1 Die Buchstaben M und N, gesprochen ,,grof Mii und grof3 Nii®, stehen hier grundsitzlich fiir
infinite natiirliche, also hyperreelle Zahlen.

2 Beweis: Wenn | g | < 1 ist, glbt es zu jeder noch so kleinen positiven reellen Zahl r ein finites #,
sodass gilt: | ¢" | < r. Daher ist q fiir jedes infinite N kleiner als jede positive und grofer als jede
negative reelle Zahl.
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Uber den Gebrauch infiniter VergroBerungen
in der Analysis

von Helmut Wunderling

1. VergroBerungstechnik

In einem Koordinatensystem (I) seien die Punkte A: (0; 0) und B: (0,001; 0,001)
gegeben. Um beide Punkte zeichnerisch getrennt darstellen zu kdnnen, vergréflern wir
in beiden Achsrichtungen z. B. mit dem Faktor 100. A und B liegen dann im System (II)
auf gegeniiber liegenden Ecken des neuen Einheitsquadrates.

VA

mal 100

Abb. 1: Endliche Vergroferung: Trennung von A und B

Verallgemeinert: Wollen wir erreichen, dass die Mafistrecke, die urspriinglich die

Léiinge 1 bedeutet, eine Linge A darstellt, miissen wir mit dem Faktor % vergrifiern.

Diese Technik ist auch anwendbar, wenn wir die infinitesimal benachbarten Punkte
C(DudD:(1+w;1-® )1 getrennt darstellen wollen. Mochten wir z. B. erreichen,

dass die MaBstrecke %m bedeutet, so muss der VergroBerungsfaktor % = (% =20 d. h.
-

infinit sein. Auch wenn wir uns ein noch so grofies endliches Ebenenstiick zum Zeich-

nen vorstellen, sind im neuen MaBstab weder die Koordinatenachsen noch die Punkte A

oder B — ja nicht einmal irgendein von C verschiedener Punkte mit mindestens einer

reellen Koordinate — einzeichenbar; sie sind simtlich unendlich fern. Umgekehrt lédsst

sich der Punkt £: (1 + 0)2; 1- (x)z) in der Vergroferung 2€2 nicht von C trennen. Denn
fragen wir uns, welchen Anteil a der MaBstrecke wir benétigen, die ja die Linge

2. 2
%m hat, um den Abstand ®” zwischen 1 und 1 + ®" darzustellen — also «- %m = -,

so erhalten wir ¢ = 2, also einen infinitesimalen Anteil.
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Abb. 2: Unendliche Vergriofierung: Trennung von C und D

Wollen wir C und E durch eine passende VergroBerung, z. B. Q?, trennen, dann
hitte die MaBstrecke die Linge ® und ihr Anteil a,um den Abstand ® zwischen 1 und
1 +o darzustellen —also a - ®° = © — wiire ;13 = Q, d. h. infinit. Auch D wire von C
und E in unendliche Ferne geriickt.

In der hyperreellen Ebene haben wir durch die Auswahl von Vergrofierungsfaktoren
ein Mittel in der Hand, um Punkte
— auf einem (endlichen) Zeichenblatt zu trennen,
— aus jedem (endlichen) Zeichenblatt auszuschliefien,
— so zusammen fallen zu lassen, dass kein endlicher Faktor sie zu (rennen vermag.
Dieses Hilfsmittel existiert in der reellen Ebene nicht!

2. Beispiele infinit vergroBerter Funktionsgraphen

Wir vergréBern im Folgenden mit einem infiniten Faktor und betrachten einen bestimm-
ten Punkt P eines Funktionsgraphen. Dadurch kénnen wir infinitesimal benachbarte Punkte
des Graphen sichtbar machen — vorausgesetzt, wir fassen die Funktion als eine hyperreelle
auf. Um den vergroBerten Graphen analytisch einfacher beschreiben zu kénnen, betrachten
wir gleichzeitig ein durch P verlaufendes Hilfskoordinatensystem, das wir fiir infinitesimale
Differenzen (oder Differenziale) dx bzw. dy heranziehen.

a) Graphzugx)=2x+1; PunktP:(1;3); Vergr.Q.

} > dx

/
2 a/ 1 1 2

Abb. 3: Infinite Vergroferung von Graphen
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Fiir das Differenzial dx =®, das in der Vergroerung als Streckeneinheit dargestellt
wird, erhalten wir das Differenzial dy = g(1 +®) -g(1) = 2(1 +®) +1) -3 = 2.
dy =2 - dx wire auch direkt aus der Koordinatentransformation zu erkennen. Das Bei-
spiel dient aber auch als Muster fiir dic weiteren.

Wir halten vor allem als wichtig fest:

Satz I (Infinite Vergroferung von Geraden)
Geraden bleiben bei infiniter Vergriflerung Geraden mit derselben Steigung.

b) Graph zu p,x) = x*  Punkt P: (2; 4); Vergr. Q.

Fiir dx =0 wirddy = 2 +® )’ -4 = 4@ + 0)2 wobei der Anteil getrennt nicht
dargestellt werden kann (vgl. hierzu Abschnitt 1). Fiir jedes Differenzial dx wird
dy=4-dx+ (dx)* oder dy = (4 + dx) - dx. Die Klammer & :=4 + dx ist finit. Weil nur ihr
reeller Teil 4 zeichnerisch relevant ist, gibt es zwischen dem lokalen Aussehen der
Parabel und der Geraden mit dy = 4dx keinen Unterschied.

4 dy

} > dx

i) 20 3o /

Abb. 4: Lokale Linearitit der Parabel

Weil Geraden mit einer solchen Form ihrer Gleichung die Graphen linearer Funk-
tionen sind, verabreden wir folgende Sprechweise:

Definition 1 (lokal linear)

Eine Funktion f (oder auch ihr Graph) heifit an einer Stelle x; lokal linear genau
dann, wenn ihr (hyperreell erweiteter) Graph sich bei jeder infiniten Vergrofierung des
Kurvenpunktes (xq, f(xg)) von einer Geraden zeichnerisch nicht unterscheidet, gleich-
gliltig, wie grof3 der endliche Ebenenausschnitt fiir die Zeichnung auch gewdhlt wird.

In Verallgemeinerung unseres Beispiels haben wir dann

Satz 2 (Lokale Linearitiit der Parabeln)
Polynomfunktionen zweiten Grades sind an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs lokal
linear.
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¢) Graphzuw(x) = Jx3; PunktP: 0;0); Vergr. Q.

Abb. 5: Lokal gerade, doch nicht lokal linear!!

dx = o, also dy = Jo = % - . Wir konnen zu dx = ® das zugehorige dy nicht
®

eintragen, denn wir miissten dazu die Einheitsstrecke der Linge ® mit dem infiniten

Faktor -1
" To

Wollen wir umgekehrt z. B. dy = 3 erzwingen, d. h. 30 =./dx nach dx auflsen,

multiplizieren.

so erhalten wir dx = 90)2 = (9mw) - m, also einen infinitesimalen Anteil der Einheits-
strecke. Der Graph der Wurzelfunktion ist in P bei infiniter VergroBerung von der
positiven dy-Achse nicht zu unterscheiden. Obwohl also auch gerade, lisst er sich nicht
als Graph einer linearen Funktion interpretieren. Daher ist die Wurzelfunktion im
Ursprung nicht lokal linear.

d) Graph zu f(x) =sin(%) 5 Punkt P:(0;0); Vergr.Q-m.

In diesem Fall ist f(0) gar nicht definiert, also kein Punkt des Graphen. Dennoch
ist er ein gutes Zentrum fiir eine infinite Vergroflerung — z. B. mit dem Faktor Q - 7.

Q], p oder (_;c) Mit X, = % ergibt sich
fxy) =sin(Q - ) = 0 — denn Q - w ist zwar infinit, aber ein ,,ganzzahliges* Vielfaches

Die Einheitsstrecke bedeutet dann die Linge

von 7.2 An der Stelle X, Xp = ist ebenfalls f(x;) = 0 und dazwischen liegt eine

1
(Q+2)n
volle Periode der Funktion, die Werte zwischen —1 und +1 liefert. Der Abstand x; — x5 ist

, d. h. der infinitesimale Anteil a = der Einheitsstrecke. Die

2 2
QQ+2)xw Q+2
beiden Stellen x; und x, lassen sich also bei dieser Vergroerung nicht trennen; die eine

herausgegriffene Periode des Graphen von f ist also von einer Vertikalen durch x; nicht

zu unterscheiden. Zwischen zwei in der Vergroflerung endlich voneinander entfernten
Stellen liegen dann sogar unendlich viele Perioden; jedes endliche Ebenenstiick ist also
durch den Graphen zeichnerisch vollstindig bedeckt, weshalb der Ausschnitt in Abb. 6
— siehe oben auf der folgenden Seite — durchweg grau erscheint. (Der freigelassene
Nullpunkt soll nur an den dort nicht definierten Graphen erinnern.)

jedoch
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Abb. 7: Graph zu sin(%j

Wir kénnen dieses extrem unschine Verhalten bindigen, indem wir dafiir sorgen,
dass sich die Amplitude der Sinusfunktion am Ursprung nicht mehr auswirken kann.

Wir dndern f(x) ab zu f1(x) = x - sin(i} . Dann sieht der Graph bei infiniter VergroBe-

rung wie in Abb. 7 aus; er ist immer noch keine ,, Kurve“, aber wenigstens bleiben fiir
infinitesimale dx auch die dy infinitesimal.

Abb. 7: Graph zu x - sin(}c)

Durch den Faktor x* wird die Amplitude der Sinusfunktion parabolisch begrenzt:

frx)=x2- sin 1 - In der infiniten VergroBerung erscheint der Graph von f, als punk-
2 o g 2

tierte Gerade?, weil beide Begrenzungsparablen lokal linear sind. f, wird selbst bei 0
lokal linear, wenn wir zusitzlich definieren f2(0) :=0.
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Mit denjenigen Funktionen, die lokal linear sind, befasst sich die Differenzialrech-
nung, sind sie doch die nichsteinfachen Funktionen nach den affinen, deren Bilder ja
auch ohne infinites VergroBern gerade sind.

1y—- / dys \

/T

N /

Abb. 8: Graph zu X sin(%]

3. Nutzung infiniter VergroBerung beim Differenzieren

Gegeben f(x) = sin(x),  gesucht f' (x)
Behauptung: sin' (x) =cos(x)

Beweis (Niveau 0): Wir vergréfern mit einem infiniten Faktor und erhalten die
Abbildung 9. Daraus wird direkt ersichtlich:

sin' (x) = RT(;%) = cos (x),
denn bei infiniter VergroBerung sehen wir stets genau das, was zum Differenzieren
gebraucht wird — nicht mehr und nicht weniger!!

x-Achse

dy

0 I 0

Abb. 9: Zur Ableitung des Sinus
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Beweis (Niveau 1): Wir vergroern mit einem infiniten Faktor w derart, dass
Y-dx = |PQ| , und erhalten

. dyj (v-dy) _ RT(y-dy) _ 05|
sin' (x RT( RT = — = =
) = F1g (v-dx) ~ RT(y-dv) ~ |pg|
denn bei infiniter VergréfBerung sehen wir stets nur reelle Teile!!

Beweis (Niveau 2)*: Skeptiker
meinen, dass die Kreiskrimmung
sich doch irgendwie auswirken
miisste. Daher betrachten wir die
Abbildung 10, wo der ,richtige*
Kreispunkt R eingezeichnet ist. In
der Tat wire dann in der VergroBe-

rung dy = |RS| und dx die Linge

des Bogens PR. Das Dreieck ORT
wire fiir den Fehler verantwortlich,
den wir eventuell begehen. Da die-
ses bei @ den reellen Winkel x
besitzt (wir wollen x # 0 vorausset-
zen), sind die Verhiltnisse aller
Seitenlidngen a, b, ¢ ebenfalls reell.

Abb. 10: Zur Ableitung des Sinus

Nun aber ist a als Abstand des Kreispunktes R vom Tangentenpunkt T infinitesimal

im Vergleich zum Tangentenabschnitt P7 mit der Linge £. Somit sind alle drei Lén-

gen a, b, c infinitesimal beziiglich #. R und 7 sind also bei infiniter VergréBerung wirk-
lich nicht von Q zu unterscheiden.

Anmerkungen

1 wist die den Schiilern bekannte infinitesimale Zahl, die durch die Folge ( J dargestellt werden
kann; Q entsprechend deren infiniter Kehrwert

2 Q- 7t wird durch die Folge (n - ) und sin(Q2 - 7t) durch die Folge (sin(n - 7)), d. h. durch die kon-
stante Folge (0), beschrieben.

3 Gerade, die durch den Ursprung unterbrochen ist.

4 Fiir den 1. Quadranten.

5 Vgl. den Beitrag von Baumann in diesem Heft.
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Schiiler finden Differenziationsregeln selbst

von Helmut Wunderling

Vorweg: Liebe Leserin, lieber Leser, lesen Sie den Artikel bitte mit den Augen
einer Schiilerin oder eines Schiilers, die noch nichts von Analysis wissen. Sie
laufen sonst Gefahr, durch ihre automatisierten Assoziationen Grenzprozesse Zu
vermissen oder hineinzudenken; beides ist nach reichlicher Erfahrung unndtig
irritierend. Vergleichen und bewerten Sie erst, wenn Sie den Artikel bereits gele-
sen haben.

1. Zum Konzept

Immer wieder frage ich mich, worin denn die Erleichterung liege, die beim Unter-
richten der Analysis spiirbar wird, wenn die Schiiler Infinitesimalmathematik betreiben.
Die Antwort bleibt stets dieselbe: durch die Nutzung der hyperreellen Zahlen werden
die Schwierigkeiten entzerrt. Wenn nun aber die Schiiler munter mirarbeiten, sollte es
gelingen, ihre Eigenarbeit noch weiter zu steigern. Selbstindig arbeiten Menschen im
Allgemeinen gern, wenn sie Erfolg haben, sich in ihrem Arbeitsumfeld auskennen und
Ziele wissen. Dies zu ermdglichen entstand als Konzept fiir den Unterricht in einer 11.
Jahrgangsstufe:

— Verzicht auf anwendungsbezogene Motivationen (Vertrautsein der Schiiler mit dem
Arbeitsumfeld kann nur selten erreicht werden); statt dessen Vertrauen auf innerma-
thematisches Motiviertsein der Schiiler.

— Alle aus der zuriick liegenden Schulzeit bekannten reellen Funktionen sollen aus einer
einzigen Grundfunktion konstruiert und ihre Graphen systematisch untersucht wer-
den. Mathematisches Projekt: Das scheint utopisch und ist es vielleicht doch nicht;
Neugier ist die beste Motivation.

— Einfiihrung der hyperreellen Zahlen erst dann, wenn die Schiiler erkennen, dass auller
den reellen Zahlen weitere Hilfsmittel notwendig sind.

— Nutzung der neuen Hilfsmittel zur Bearbeitung offener Probleme. Dies beinhaltet
auch Auffinden von Differenziationsregeln.

2. Zum Projekt

Warum schreibe ich von diesem Projekt? Weil es iiber alle Erwartungen gut lief.

Also: Wir starteten in einem Klima voller Neugier mit der EINS-Funktion:

EINSR — {1},

x = y mity=EINS(x):=1

Ihr Graph Ggjys ist fast langweilig einfach, aber wenn wir jetzt, beim Ursprung
beginnend, zu jedem x das zugehorige (orientierte) Rechteck aufsuchen und dessen Fli-
cheninhalt berechnen, so erhalten wir bereits eine neue Funktion, die Identitét.

Das iiberrascht, Integration steht gleich am Anfang im Sinne von es gibt ,,Fldchenin-
haltsfunktionen®.
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y Was mit EINS geht, geht auch mit
/Gm DREI, sofort konnen die Schiiler ,,inte-
grieren” iiben und ferner eine zweite
Erzeugungsmethode erkennen, denn
DREI = 3 - EINS, die s-Multiplikation.
Durch Kombination dieser wenigen
Methoden haben wir bereits alle konstan-
| 3 « x| tenund die linearen Funktionen systema-
tisiert. Die Schiiler fiihlen sich sicher,
/ -1 wiederholen und iiben in neuem Umfeld
und wissen, ,,wo es lang geht“. Doch ich
will nicht sofort mitziehen, denn Opera-
tionen taugen nicht viel, wenn man sie
nicht auch riickgéngig machen kann,

"

SEINS

3 3 L 2 E * X | Abb. 1: Zur Integration

Das Integrieren machte aus EINS die Identitiit id, aus DREI die lineare Funktion 3 -
id. Wie kommen wir wieder zuriick? Die Schiiler erfinden die ,,Steigungsfunktion und
sind sehr zufrieden, dass dieses ,,Differenzieren dem ganzen spiteren Neuland den
Namen geben wird.

Nun kommen die Schiiler zum Zuge, und wir definieren eigentlich nur alle ,,Funkti-
onsrechenarten® und zeichnen dazu. Alles war eigentlich schon bekannt, aber es wird
nach einheitlichen Gesichtspunkten geordnet, und die Begriffe werden geschirft. Und
es wird nicht langweilig, denn auch unter den Schiilern gibt es genug ,,Vollstindigkeits-
fanatiker; und so kommen auch noch Funktionsumkehrung und -verkettun g dazu. Zum
Gliick hat kemer an die Sinusfunktion gedacht!

3. Erste Abdnderung durch die Schiiler

Die , Systematisierungssucht* hat die genauere Untersuchung der Funktionstypen hintenan
gesetzt. So kommen die Hausaufgaben iiber affine Funktionen in Konflikt mit den Erzeu-
gungsmethoden, die dafiir eigentlich gar nicht notwendig sind. Meine Standardaufgabe:

» Gegeben sind zwei affine Funktionen f und g mit den Gleichungen

f(x)=mfx+nf und  g(x) =MmgX + ng.

Untersuche, was s-Multiplikation, Funktionsaddition usw. daraus machen!
zielt eigentlich auf die Vektorraumstruktur (natiirlich ohne diesen Terminus), das
»usw.* wurde als uniiberlegte Floskel auf entsprechende Schiilernachfrage ,,und die
anderen Methoden?“ angehiingt.

Und nun die Uberraschung: Die Schiiler bezogen das Differenzieren ganz natiirlich
mit ein', und die Sammlung aller Ergebnisse ergab:

Jede affine Funktion f besitzt eine konstante Steigungsfunktion f’ und es gilt

f= .
Die aus f und g gebildeten Summen-, Differenzen- und Verkettungsfunktionen f + e f-g
und f o g sind sdmtlich wieder affine Funktionen, und es gilt fiir deren Steigungen:

ch +g= mf + m

mf_g = mf — mg,

Mfog =My Mg
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Ist r eine reelle Zahl, so sind auch die durch s-Multiplikation entstehende Funktion rf
und die Umkehrfunktion f~ "wieder affine Funktionen, und es gilt fiir ihre Steigungen:

m,f:r-mf,
1
-1 =
f iy

Die aus f und g gebildeten Produkt- und Quotientenfunktionen f - g und f/g sind keine
affinen Funktionen, also gibt es auch keine Steigungen.

4. Fortsetzung des Projekts

Selbstverstindlich nimmt die Parabeluntersuchung eine wichtige Stelle im Projekt ein.
Symmetrie und Scheitelpunkt fallen ja sofort auf, und die Frage ist spannend, ob der
Graph jeder Polynomfunktion zweiten Grades diese Eigenschaften besitzt. Wir konnen
schlieBlich die Lage des Scheitelpunktes auf mehreren Wegen bestimmen — denn die ver-
allgemeinerungsfihige Methode ,,Tangentenstelgung NULL* soll gut verankert werden.

Die Frage nach dem Namen Parabel® fiihrt zum Brennpunkt — und dort muss es
heiB sein. Also fithren wir die Parabel durch ein physikalisches Experiment ein: ein
Spiegel wird durch ein paralleles Strahlenbiindel per Schiilerhand so gefiihrt, dass der
reflektierte Strahl stets durch einen Punkt verlauft.

Dem Leser sei iiberlassen, sich die Parabeleigenschaften zu vergegenwirtigen, die
das Experiment fiir den entsprechenden Funktionstyp ergibt. Es ist dann klar, dass aus
der Brennpunktuntersuchung dieses Ergebnis folgt:

Gegeben seien eine quadratische Funktion q mit der Gleichung g(x) = ax’, wobei
a#0 ist, und ein Punkt P der zugehirigen Parabel. Fiir die Steigung mp der Stellung
des Spiegels im Punkte P ergibt sich:

2

mp, = — = —— = 2ax,.
_x —_—
2782
Der Scheitelpunkt S ist derjenige Punkt, wo der reflektierte Lichtstrahl vom eintretenden
nicht zu unterscheiden ist, also muss m, = 0 gelten, also x; = 0; nicht besonders aufregend.

Xp

5. Zweite Abinderung durch die Schiiler

Wie kann das Ergebnis auf beliebige quadratische Funktionen p, mit py(x) = ax’ +bx+c
ausgedehnt werden?

Meine Idee war eine Ubertragung mittels Koordinatentransformation, was fiir die
Schiiler nicht neu gewesen wire. Doch sie wollten es anders und argumentierten wie
folgt: p, ist die Summe aus einer einfachen quadratischen Funktion ¢ und einer affinen
fmit f{x) = bx + c. Fiir Geraden kennen wir die Summenregel fiir die Steigungen. Eine
Parabel besteht aber auch aus lauter geraden Spiegeln — wir einigten uns wenigstens auf
»Minispiegel“, woraus dann im Verlaufe ,,Minitangenten” wurden —, also muss das
Ergebnis lauten:

my, =2axp + b
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Innerlich hocherfreut spiele ich den Skeptiker, doch m = 0 liefert das altbekannte

b
2a°

Wir haben zum ersten Mal nicht trivial differenziert, denn wir sind von
pa(x) = ax® + bx + ¢ zu einer daraus abgeleiteten Funktion p), mit p), (x) = 2ax + b
gelangt. Die Vorstellung der ,,Minitangenten® reichte dazu aus, quadratische Funktio-
nen haben sich als differenzierbar erwiesen!

Nun bedarf es nur eines kleinen AnstoBes und wir formulieren als Verallgemeine-
rung aus Abschnitt 3. den Satz:

Sind f und g und die daraus gebildeten Verkniipfungen samtlich differenzierbar,
dann gelten fiir die Ableitungsfunktionen folgende Regeln:

Xy = —

(f+g)' = f+¢, Summenregel
(f-8'=f-g, Differenzregel

(feg) =f ¢, Kettenregel
(rf)' = r-f, Faktorregel (r € R)
(f) (y) = Umkehrregel (y= f(x))

f()

Animiert dadurch denke ich: Wenn doch quadratische Funktionen aufgenommen
sind in die Gruppe von Funktionen, fiir die Steigung kein Problem ist, miiite nicht auch
die Produktregel hier schon sichtbar werden?

Wir gehen dazu von zwei affinen Funktionen f und g mit den Gleichungen

fx)y=mx+ny und  gx) =mox +ny
aus. Die Produktfunktion f - g hat dann die Gleichung
(f- ) =fx) - gx) = (mx + n)(mrx + ny) = mlmz)c2 + (myny + mon)x + nyn,.

Es handelt sich dabei um eine Polynomfunktion zweiten Grades, deren Steigungsfunk-
tion wir bereits kennen. Daher erhalten wir

(f - 8)' (%) =2mymox + mny + mony;
oder umgestellt:
(f - 8)' () = my(mpx + ny) + my(myx + ny).

In den Klammern stehen gerade die Terme g(x) und f{x). Weil wir wieder die Verallge-
meinerung auf beliebige differenzierbare Funktionen ausdriicken wollen, schreiben wir
S (x) statt my bzw. g' (x) statt m, und erhalten:

Sind f, g und die daraus gebildete Produklﬁmktion samtlich differenzierbar, dann
gilt fiir die Ableitungsfunktionen folgende Regel:
(f-8)'=f-g+¢g-f  (Produktregel)

Wie ungliicklich wiirde ich mich jetzt fiihlen, wenn ich gezwungen wire, den Tan-
gentenbegriff durch Sekantengrenziibergang zu ,,prisentieren”! Und ich freue mich,
dass es die hyperreellen Zahlen mit ihren Moglichkeiten gibt.
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6. Fortsetzung des Projekts

Trotz der langen Beschiftigung mit den quadratischen Funktionen geht in einem
Projekt der rote Faden nicht verloren. Die kubischen Parabeln erweisen sich zwar alle
als punktsymmetrisch, der Wendepunkt ldsst sich dann leicht bestimmen, aber Hoch-
und Tiefpunkte machen uniiberwindliche Schwierigkeiten. Selbst Computerprogramme
wie DERIVE — sonst oft hilfreich — versagen. Wir brauchen stirkere Hilfsmittel! Die
gibt es: hilfreiche neue Zahlen.

Wie im Artikel von P. Baumann beschrieben, werden die hyperrellen Zahlen soweit
eingefiihrt, wie es zum Arbeiten in der Schule nétig ist. Wir kommen zur VergrofBe-
rungstechnik und beschreiben die ,,Minitangenten-Eigenschaft durch den Begriff der
lokalen Linearitiit (vgl. den entsprechenden Artikel in diesem Heft).

Jetzt kann jede der Regeln aus Abschnitt 5 von der (unbrauchbaren!) Bedingung
befreit werden, dass mit f und g auch deren Verkniipfung differenzierbar, d. h. lokal
linear, sein muss. Denn wir zeigen einfach, dass z. B. f + g diese Eigenschaft bereits
von fund g iibernimmt. Die Regel selbst haben wir bereits. Wir schreiben (mit nahe lie-
genden Bezeichnungen fiir die hyperreell erweiterten Funktionen) also hin:

Voraussetzung:  dyp= k- dx, dy, =k, - dc« und si=f+g

Behauptung:  dy, =k, - dx

Beweis (Stufe 0): Von denjenigen Schiilern, die sich daran erinnern, wie es mit
der Addition bei Geraden war, zweifelt niemand, denn wie soll beim Addieren aus zwei
Geraden in der infiniten VergroBerung etwas anderes als eine Gerade werden! Aber
sind da nicht Abweichungen!? Die sind infinitesimal; und die Summe zweier infinitesi-
maler Zahlen ist es doch auch! (Es gibt jedoch auch Unsicherheit in der Gruppe.)

Beweis (Stufe 1): Es ist dy, = dys + dyg =ky-dx+ kg - dx=(ks+ k,) - dx. Die
Klammer ist als Summer zweier finiter Zahlen wieder finit, also fertig. Halt! Mussten
diese finiten Zahlen nicht noch eine Bedingung erfiillen?

Beweis (Stufe 2).  Die Faktoren k konnen von der Wahl des dx abhéngen, dann
aber so, dass nur der infinitesimale Teil davon betroffen ist. Also k(dx) = (ry + 0., (dx))
und kg(dx) =(rg+ O o (dx)). Dann aber gilt dasselbe auch fiir k,, denn
ks =((rg+ry) + (0L (dx) + o, (dx)).

Und wieso kann man dy, = dy; + dy, sagen? Geht das auch ohne Hilfe einer infiniten
VergroRerung? Ist es sicher, dass man bei anderen Funktionszusammensetzungen &hn-
lich verfahren darf?
Beweis (Stufe 2a):  Genau genommen ist
dys = s(x + dx) — s(x) = (f + &)(x + dx) - (f + ()
= fx + dx) + g(x + dx) — f(x) — g(x)
= f(x + dx) — f(x) + glx + dx) — g(x)
=dyr+ dy,.
Und zum Schluss: Falls jemand ,,vergessen® haben sollte, wie die Formel fiir die Sum-
menregel lautet — sie ist in unseren Rechnungen versteckt!

Bewelis (Stufe 3): Ach ja, fiir unsere reellen Summenfunktion ist nur der reelle Teil
der finiten Steigung wichtig!

s'(x) = RT(ky) = RT((ry + rg)+(o, + 0 ))=rp+ 71, =f(x) + g (x)
Das ist hier nicht so wichtig, aber wenn neue Regeln gefunden werden sollen ...

66
MU 1 - 1997



7. Schiilereigenarbeit

Um das Ziel zu erreichen, Hoch- und Tiefpunkt einer kubischen Parabel zu bestim-
men, wollen wir %2 = x% - x ausnutzen. Ob die Produktregel wohl gilt? Aus Geraden wird
doch beim Multiplizieren etwas Krummes! Das geniigt, um der Hausaufgabe Sinn zu
verleihen: beweise die Produktregel! Als Hilfe gebe ich Abb. 2.

£,(x)

Yy

Y2

Abb. 2: Zur Produktregel

Eine Schiilerin stellt ihre Losung in der nédchsten Stunde vor:
Produktregel @=f15H)
p=({f-fO'=fHh+h 1
falls f, und f, differenzierbar sind.

Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass p differenzierbar ist.

Voraussetzung: f ist differenzierbar, d. h. dy; =k; - dx; & ist finit,

f» ist differenzierbar, d. h. dy, =k, - dx;  k, ist finit.
Behauptung: p ist differenzierbar, d. h. dy, =k, - dx;  k, ist finit.
Beweis: Yp=¥1"2

Sie zeichnet in der VergroBerung aus Abb. 2 nur den ,,Rand”, der das Differenzial dyp
darstellt, und fahrt fort:

dy,=y1-dyy+yy - dyy +dy; - dy, )
=¥ ~k2-dx+y2-k1 -dx+k1 ~dx-k2-dx
=(y1 -k2+y2'k1+k1 'dX'kz)‘dX
Weiter kommt sie nicht, denn die Frage kritischer Mitschiiler/innen: ,,Wieso ist die

Klammer finit?** kann sie nicht beantworten; und die Frager auch nicht! Schuld ist der
Lehrer, denn alle Typenkombinationen von infinitesimal, reell und infinit waren fiir die

Grundrechenarten durchgespielt worden>, nur finite Zahlen waren nicht thematisiert; sie

wiren in dem eigentlich vorgenommenen Konzept f' (x) := RT(%] auch nicht explizit
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vorgekommen. So hat geringfiigiges Nichtwissen den Erfolg der guten Schiiler behin-
dert; fiir andere geniigte die noch hastig hinzugefiigte Zeile dy, = k,, - dx (sieht doch so
aus wie die Behauptung).
Aber die Aufforderung, eben trotzdem weiter zu rechnen, denn die hoffentlich finite
Zahl miisste ja sowieso noch eine Eigenschaft haben, verhalf zum Abschluss.

Die Hauptkritikerin schreibt an die Tafel und kommentiert richtig:

ky=y1-(rp+0y)+yy-(rp+ o))+ (rp+0y) de(rp+ )
=[y1-r2+y2-r1]+[yl-(x2 +_)/2'OC] +(rl+0Ll)'dx-(r2+ Ocz)]

=r,+a, (dx) ist finit mit von dx unabhangigem reellen Teil.

Bei allen anderen bisher angesprochenen Differenziationsregeln waren die Erfah-
rung mit Geraden und der Begriff der lokalen Linearitit hinreichender Beweis. Was soll
z. B. bei der Umkehrregel plotzlich in einer infiniten VergroBerung nicht mehr gerade
sein, wenn wir die Sichtweise lediglich umkehren? Hier muss auch wirklich nur die
Null-Frage geklirt werden, wie die VergroBerung des Graphen der Wurzelfunktion am
Ursprung zeigt (vgl. das Bild im Artikel iiber infinite VergroBerungen).

8. Nachwort

Die Schiiler haben zu jeder Stunde reihum je ein unzensiertes Protokoll geschrie-
ben. Dadurch gelingt es recht genau, den Stand des Verstehens abzuschitzen. Sie wus-
sten allerdings, dass sie damit ihr eigenes Lehrbuch zusammen stellten, das Mitschiilern
auch bei Fehlzeiten oder sonstigen Schwierigkeiten helfen sollte. Viele haben sich
dabei auch grofle Miihe gegeben; die Darstellung in Abschnitt 7 stiitzt sich auf ein sol-
ches Protokoll.

Das Projekt endet hier, steht doch ein michtiges Werkzeug zur Kurvenuntersu-
chung zur Verfiigung, ohne dass ,,Kurvendiskussion“ betrieben worden wire. Fiir den
weiteren Unterricht macht es keinen Unterschied, ob Infinitesimalmathematik herange-
zogen wird oder nicht; er ist deshalb auch nicht mehr unser Thema. Ich wollte hier nur
zeigen, dass ganz normaler Unterricht in einer 11. Jahrgangsstufe so organisiert werden
kann, dass groBe Schiileraktivitdt moglich wird. Und dazu ist nach meinen Erfahrungen
das Konzept der Infinitesimalmathematik im Vergleich zu dem der Grenzwertanalysis
die leichtere Alternative.

Anmerkungen

1 Das Integrieren war kaum erfolgreich, denn die Inhaltsformel fiir Trapeze war schon bei Zah-
lenbeispielen eine Bremse.

2 Griech. Gleichnis; vgl. RingParabel in ,,Nathan der Weise*.

3 Vgl. auch den Artikel von P. Baumann in diesem Heft.
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Bemerkungen iiber die Michtigkeit
verschiedener (interner) Teilmengen von IH

von Bernhard Steinig

In diesem Beitrag soll untersucht werden, welche Kardinalzahlen folgende interne
Teilmengen von H haben, namlich die Menge aller hypernatiirlichen Zahlen *IN,
hyperendliche Mengen und schlieBlich beschriinkte abgeschlossene Intervalle.

Wir betrachten

@ *IN,

die Menge aller hypernatiirlichen Zahlen (der vorangestellte Stern bedeutet, dass es sich
um eine Nichtstandarderweiterung einer Menge aus der reellen Welt handelt, sprachlich
ausgedriickt durch die Vorsilbe ,,hyper*);

(ii) Ag:={1;2;...;Q}

als ein Beispiel fiir eine hyperendliche Menge, dabei ist Q € *IN\IN eine beliebige,
unendlich groBe hypernatiirliche Zahl;

(iii) *[0; 1] < H,
das beschrinkte abgeschlossene Hyperintervall *[0;1].

Zunéchst soll darauf hingewiesen werden, dass es stets zu unterscheiden gilt, ob die
interne oder die externe Kardinalzahl gemeint ist — analog der Unterscheidung zwischen
internen und externen Mengen. GemiB dem Ubertragungsprinzip kénnen wir sagen,
dass die Menge (i) den Prototyp einer ,,hyperabzihlbaren unendlichen* Menge darstellt,
dass die Menge (ii) die Kardinalzahl € hat, wihrend die Menge (iii) (das ,,Hyperkonti-
nuum®) dieselbe Kardinalzahl wie IH hat.

Interessanter ist jedoch die Frage, welche externe Kardinalzahl diese internen Men-

gen haben — im weiteren stets mit card(X) bezeichnet. Dazu sollen die folgenden
Abschitzungen bewiesen werden:

card(R) < card ([011]) (N
card([0I1]) < card (Ag) )
card (Ag) < card(*IN) 3)
card(*IN) < card(*[0I1]) (4)
card(*[0]) £ card(IH) &)
card(H) < card(R™) (6)
card(RN) < card(R) (7

Daraus ergibt sich dann, dass diese Teilmengen alle — unter externen Gesichtspunk-
ten — die Kardinalzahl card(IR) haben.
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Beweis:
(1) Dieser Sachverhalt ist wohlbekannt.

(2) In der Standardwelt gilt fiir ein gegebenes n € IN die Aussage:
Zu jedem a € [0l1] gibtesein ke {1;2;...;n} mit

k| _1
a--|<£-.
nl n

Nach dem Ubertragungsprinzip gilt dann fiir jedes Q € *IN\IN:
Zu jedem a € *[0I1] gibtesein ke {1;...;Q} mit
k| 1

<
a oo
Wird jetzt zu jedem a € [011] eine entsprechende Zahl k, € {1;...; Q} mit

<L

Q

a
a— —

Q

gewdhlt, so ist die Abbildung
Q:a—k,; [0I1] - A,
injektiv.

(3) Dies gilt offensichtlich wegen A, < *IN.

(4) Die Abbildung
Yk ——; *IN > *[0I1]
ist injektiv.
(5) Dies gilt offensichtlich wegen *[0l1] ¢ H.
(6) Jede hyperreelle Zahl hat eine Darstellung als eine Folge reeller Zahlen.
(7) Dies ist eine wohlbekannte Tatsache, die hier nicht bewiesen werden soll. (Fiir den

Beweis vergleiche man zum Beispiel: Klauer, D.: Mengenlehre. Walter de Gruyter,
Berlin, New York, 1979, S. 262.)
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Register des Jahrgangs 42/1996

Hefte des Jahrgangs 42/1996

Heft 1: Optimale Entscheidungen
(verantw. Dietrich Meyer)

Heft 2: Symmetrisieren
(verantw. Hans Schupp)

Heft 3: Anregungen zu historischen Exkursionen II
(verantw. Peter Baptist)

Heft 4/5: Ubergiinge III: Von der Sekundarstufe II zur Hochschule
(verantw. Martin Glatfeld)

Heft 6: Dialoge mit dem Grafikrechner im Analysisunterricht
(verantw. Giinter Steinberg)

Verzeichnis der in den Heften 1-6 erschienenen Aufsitze

Heft 1: Optimale Entscheidungen

Dynamische Optimierung. (Dietrich Meyer) Seite 5
Stochastische Lineare Optimierung. (Dietrich Meyer) Seite 18
Spieltheorie: interdisziplinir und anwendungsbezogen. (Nicola Haas und Angela Miiller) Seite 35

Exaktifizieren im Mathematikunterricht — am Beispiel des Begiffes ,,besser*. (Hans Humenber-
ger) Seite 71

Heft 2: Symmetrisieren

Zum Herstellen spiegelsymmetrischer und punktsymmetrischer Figuren im Unterricht der Pri-
marstufe. (Peter Kirsche) Seite 5

Symmetrisieren durch Iterieren. (Hans Schupp) Seite 16
Symmetrische Fraktale. (Herbert Zeitler) Seite 30

Symmetrie und die Konstruktion regulidrer Polygone. (Peter Hilton und Jean Pedersen) Scite 46

71
MU 1 -1997



Heft 3: Anregungen zu historischen Exkursionen I

Thales von Milet. (Harro Heuser) Seite 5
Der Satz des Pythagoras — eine ,,qualitas occulta“?. (Peter Baptist) Seite 22
Leonardo Pisanos Liber abbaci. (Heinz Liineburg) Seite 31

Was machte Nicolo Tartaglia in der Nacht zum Aschermittwoch des Jahres 1523 in Verona?.
(Heinz Liineburg) Seite 43

Srinivasa Ramanujan Iyengar: Aus Leben (und Werk) eines genialen Mathematikers — ein
Gesprich. (Albrecht Beutelspacher) Seite 49

Ein einfacher Beweis der Beriihreigenschaft des Feuerbachkreises eines Dreiecks. (Roland
Stirk) Seite 67

Heft 4/5: Ubergiinge II1: Von der Sekundarstufe I zur Hochschule

Die Verschiebung der ,,Grenzen — Konflikte zwischen Schulen und Hochschulen. (Gert Schu-
bring) Seite 7

Mathematik als Schulung des Geistes. (Klaus Roggenkamp) Seite 20

Die Mathematik — mehr als nur ein notwendiges Ubel in den Wirtschaftswissenschaften. (Riidi-
ger Biicker) Seite 35

Anmerkungen zur Liicke zwischen Schul- und Hochschulmathemnatik. (Giinther Richter) Seite 39

Erfahrungen mit der fachwissenschaftlichen Lehrveranstaltung im Studiengang ,,Lehramt fiir die
Primarstufe” mit Mathematik als weiterem Fach. (Martin Glatfeld) Seite 46

Moglichkeiten fiir Beziehungen zwischen Schule und Hochschule. (Rudolf Fritsch) Seite 62

[:Jber die Bedeutung eines problem- und anwendungsorientierten Mathematikunterrichts fiir den
Ubergang zur Hochschule. (Uwe Tietze und Frank Forster) Seite 85

Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe. (Hans Werner Heymann) Seite 107

Drei Perlen der Mathematik. (Klaus W. Roggenkamp) Seite 121

Heft 6: Dialoge mit dem Grafikrechner im Analysisunterricht

Die Behandlung von Folgen unter Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners — eine Unter-
richtseinheit in Klasse 11. (Heiko Knechtel) Seite 4

Kurven sind mehr als Graphen von Funktionen. (Giinter Steinberg) Seite 26

Gedanken zum Erwerb der grundlegenden Begriffe der Analysis unter Verwendung von Compu-
tern und graphikfahigen Taschenrechnern (gTR). (Andreas MeiBiner) Seite 42

Mathematische Konflikte mit dem graphikfihigen, programmierbaren Taschenrechner. (Karel
Tschacher) Seite 61
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RATGEBER
RECHTSCHREIBUNG

FUR ELTERN, SCHULER UND ALLE,
DIE SCHREIBEN

# Alle sprechen von der Rechtschreibreform und damit von der
Rechtschreibung. Und das zu Recht, denn iiber kurz oder lang wird
jeder mit den Folgen der Reform in Beriihrung kommen. Wir wer-
den Warter lesen, die wir so bisher nicht gesehen haben und wer-
den uns beim Schreiben immer wieder fragen, was noch richtig ist
und was falsch.

Der Ratgeber Rechtschreibung gibt Auskunft iiber die Grundre-
geln unserer Rechtschreibung. Er verbindet die Neuregelungen der
Reform mit dem, was bisher galt und weiter gelten wird. Die Re-
form ist Anlass fiir einen Blick auf das Ganze. Man kann verstehen,
was jetzt gilt, auch wenn man sich in manchen Féllen (iber die al-
te Regelung nicht genau im Klaren war, und man sieht, was in Zu-
kunft nicht mehr erlaubt sein soll. Wir méchten einsichtig und
versténdlich machen, wie unsere Orthographie funktioniert. Sie ist
insgesamt iiberraschend einfach
und logisch aufgebaut. Mit sehr
wenigen Grundregeln, die dar-
gestellt und erldutert werden,
wird man den normalen Anfor-
derungen in normalen Texten
vollstdndig gerecht.

Uber Neuregelungen in der Wort-
schreibung insgesamt gibt die
Wortliste schnell und iiber-
sichtlich Auskunft. Die Liste ent-
hélt alle Worter des Grund-
wortschatzes, deren Schreibung
sich durch die Reform andert.

Autoren: Peter Eisenberg/

Bestell-Nr. 92143, DM 6,90

Matthias Butt, 32 Seiten DIN A4,

2zgl. Versandkosten. Stand 1997
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FUR PADAGOGEN UND
FACHWISSENSCHAFTLER

Der Mathematik-Unterricht bringt den Lehrerlnnen Impulse zur
fachinhaltlichen und fachdidaktischen Gestaltung. Die Zeitschrift
zeigt Entwicklungen in der mathematischen Forschung in Hinblick
auf ihre Bedeutung fiir den Mathematikunterricht auf.

Die Beitrdge sind unterrichtsbezogen, keinesfalls aber als rezep-
tartige Unterrichtsvorbereitungen zu verstehen. Der Mathematik-
Unterricht méchte lhnen neue Anregungen und Impulse fiir thren
Unterricht geben.

DER MATHEMATIKUNTERRICHT
erscheint 12 x jahrlich,
Jahresabonnementpreis 1997
DM 139,60 zzgl. Versandkosten.
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Anzeige

SAMMELBAND SPIELE

Spiele und Knobeleien

B2 Spiele machen SpaB. Spiele sind spannend
und entspannend zugleich. Spiele erlauben fiir
eine gewisse Zeit aus der Realitét in eine fiktive
Welt abzutauchen.

Der Sonderdruck Spiele der Zeitschrift mathe-
matik lehren enthalt auf 112 Seiten Spiele, Spie-
lideen und Anregungen fiir den Mathe-
matikunterricht von Klasse 5 bis 10. Dabei ste-
hen neben Knobeleien Spiele im Vordergrund,
die im alltdglichen Unterricht einsetzbar sind.
Dabei handelt es sich um eine Zusammenstellung
der Spiele aus den vergangenen Ausgaben von
mathematik lehren.
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fiir Sie tun kénnen.

Suchen Sie vielleicht Unterrichtsmaterialien zu
einem bestimmten Thema? Brauchen Sie di-
daktische Sekundarliteratur? Mochten Sie gerne
wissen, ob der Friedrich Verlag schon ginmal
etwas zu [hrem Unterrichtsthema veréffentlicht
hat und wann das war?
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(0511)
40004-88

F-q Friedrich Verlag I

Postfach 10 01 50

SER=SERVICE

Wir beraten Sie gerne und schicken lhnen das
Gewiinschte zu — natiirlich auch dann, wenn Sie
noch keine Zeitschrift bei uns abonniert haben.
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