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Einstieg in die Analysis

Bericht uber ein Projekt

Thomas Bedurftig

Seit Jahren praktizieren wir einen anderen, mathematisch klaren Einstieg in die Analysis -
lehrplangemaR und nonstandard. Im Vergleich mit Standard stelle ich die Grundbegriffe ,Stetigkeit”,
»Ableitung”, ,Integral” in unserem Einstieg vor und zeige die Unterschiede in der Anschauung, in der

Arithmetik und im Hauptsatz. Ich spreche das Problem der reellen Zahlen an, ziehe Bilanz und
propagiere die breitere Wahrnehmung und Praxis unseres Einstieges.

Vor zwdolf Jahren begann die Arbeit im dx, dy-Projekt, wie es
bald hiefl. Ausgangspunkt war eine Fortbildung tber ,Phi-
losophische Probleme im Mathematikunterricht” und der
philosophische Blick auf das Kontinuum. , Kontinuum"?
Was ist das? Das lineare Kontinuum ist heute, ganz anders
als bis ins 19. Jahrhundert, die Zahlengerade, und die Punk-
te darauf sind die reellen Zahlen: R ist das Kontinuum. Das
ist Standard. Aber es gibt auch Nonstandard. Und da ist das
Kontinuum nicht R. Denn, das zeigt ein genaueres Hinsehen,
da passt auch 0,999... getrennt und neben 1 auf die Zah-
lengerade und der Abstand ist infinitesimal. Wie man mit
infinitesimalen Zahlen rechnen kann, das wurde in ersten
kleinen Infinitesimalrechnungen angedeutet.

Was daraus wurde, unser Nonstandard-Einstieg in die
Analysis im Unterricht, daruiber soll hier in den Kernpunk-
ten und im Vergleich mit dem Standardeinstieg berichtet
werden. Links, Aufsitze, Mitteilungen, Bucher, eine Dis-
sertation und Handreichungen, die aus unserer Arbeit ent-
standen und unten aufgefiihrt oder verlinkt sind, bieten
methodische und begriffliche Vertiefungen, Einblicke in die
Praxis, didaktische Erorterungen und die Darstellung des
mathematischen Hintergrundes. In Fortbildungen, in der
Diskussion mit den Kolleginnen und Kollegen und im prak-
tischen Unterricht wurden unsere Ideen standig geprift.
Die Varianten unseres Einstiegs in die Analysis sind lehr-
plankonform.

Jedem Einstieg in die Analysis liegen die reellen Zahlen
zugrunde, Sie wurden ein weiterer Schwerpunkt unseres
Projektes. Thre Einfithrung im Unterricht bedeutet den Uber-
gang in die theoretische Mathematik. Wie jedoch werden
die reellen Zahlen gewohnlich eingefiihrt? Durch ihre Vor-
aussetzung - als Punkte auf der Zahlengeraden. Wie aber
sind sie dahin gekommen? Wo kommen sie her? Wenn die-
se Fragen nicht gestellt werden, wird ein Bewusstsein fir
Theorie — fur Axiome oder eine Konstruktion — verhindert.
Das ist gravierend. Das ,Erfinden” der Zahlen — so sagten
es die Schiiler - und das gemeinsame Vereinbaren des Rech-
nens stellten wir ins Zentrum einer Fortbildung uber die
Einfithrung von IR.

Der Unterschied

Alle Funktionen und Graphen in den kommenden Beispie-
len sollen stetig sein. Was heifdt ,stetig”? Hier, in diesem
allerersten Begriff, zeigt sich der charakteristische Unter-
schied zwischen Standard und Nonstandard.

Stetigkeit
Wir haben es standard mit reellen und nonstandard mit
hyperreellen Zahlen zu tun. Zu letzteren gehoren die infi-
nitesimalen Zahlen, unter ihnen die alten dx,dy, die seit
Leibniz infinitesimale Groflen waren. Nach den Konstruk-
tionen der reellen Zahlen 1872 wurden sie entfernt und
in der elementaren Analysis zu reinen Symbolen. Nonstan-
dard, seit 1958, kehrten sie als Zahlen in die Mathematik
zurick.

Die erste hyperreelle Relation ist =. Beispiel: x sei reell.

»X = x + dx" heiit ,,x und x + dx sind infinitesimal
benachbart”.

Hyperreelle Zahlen konnen ,unendlich nah” beieinan-
der liegen. Jetzt konnen wir die Standard- und Nonstan-
dard-Formulierungen der Stetigkeit in x; einander gegen-
uberstellen.

Standard
Ve > 038> 0Yx (|xg - x| <8 = |f(xg) - flx)| < ¢)

Nonstandard
Wx(x =xp = f(x) = f(xo))

Unten steht etwas Plausibles: ,,Wenn x sich sehr wenig an-
dert, dann andert sich f(x) sehr wenig"”. ,Sehr wenig" heifdt
hyperreell ,infinitesimal”. Die Standardformalisierung ist
kaum in Worte zu fassen. Sie versucht, ,sehr wenig” oder
»sehr klein” zu sagen, und wechselt zu , beliebig klein", was
nur als Prozess auszudrucken ist und die komplizierte For-
mulierung benotigt. Man sieht hier ganz am Anfang, welche
Bedeutung der Schritt aus der stetigen Grofenanalysis seit
Leibniz zur mengentheoretischen Grenzwertanalysis Ende
des 19. Jahrhunderts hatte.
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Anschauung

Tangentenbestimmung
Die Ankiindigung einer Fortbildung begann so:

Standardsituation: Tangentenbestimmung an eine Kur-
ve, Folge von kleiner werdenden Sekantendreiecken.
Frage: Was passiert? Diskussion! — Fiir Schiiler ver-
schwinden die Dreiecke in der Regel nicht. Sie stellen
sich wie Leibniz und Cauchy ein unendlich kleines

Dreieck vor.

Oben steht Standard, darunter Nonstandard:
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Standard: Sekanten-Dreiecke, Ax — 0
flx,)

My
/ x, Xptdx

Nonstandard: Infinitesimales Dreieck, Tangente in ds

Im Text der Ankundigung folgte:

Die Tangente verlauft durch die Hypotenuse des infi-
nitesimalen Dreiecks.

Denn wo infinitesimale Zahlen sind, sind auch infinite. In

dem Aufsatz ,Uber die Technik der infiniten Vergroferung
und ihre mathematische Rechtfertigung” wird bewiesen,
dass die Veranschaulichung des unendlich kleinen Dreiecks
fur eine grofe Klasse von Funktionen mathematisch legitim
ist.
Im Grenzwertzugang verschwinden die Sekantendreie-
cke im Unendlichen. Sie losen sich auf. Was man sich ,am

Ende” vorstellt, ist ein Punkt (s. folgende Abbildung). Die

gesuchte Tangente besitzt keinen geometrischen Trager. Was
anschaulich vom Grenzprozess Ax — 0 bleibt, ist eine Ah-
nung der Tangentensteigung, die durch geometrische Soft-
ware gestiitzt werden kann.
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+Ergebnis”: -

Integral
Der Unterschied beim Integral:

Ty+Ax b

Standard

Kann man es sichtbar machen? Ja, das Zeichnen eines
unendlich kleinen Dreiecks ist mathematisch korrekt:
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Nonstandard

Der Unterschied ist die Lupe. Das Standard-Bild zeigt eine
Station auf dem Weg von Ax zu 0. Im Nonstandard-Bild ist
das infinitesimale dx gesetzt: Die Unendlichkeitslupe macht
dx sichtbar. Es erscheint das Integral in der ursprunglichen
Bedeutung des Zeichens I als Flaichensumme.

Standard strebt Ax gegen Null. Das Integral ist die
Fliche unter dem Graphen von a bis b. Lassen wir im
Nonstandard-Bild die Unendlichkeitslupe weg, ergibt sich
das gleiche Bild. Die Entfernung der Unendlichkeitslupe
veranschaulicht den Ubergang von x + dx zum reellen ,Stan-
dardteil” x:

"~
..

Standard und Nonstandard

Rechnen

Wesentlich ist, wie bei der Stetigkeit, die Beziehung =: Jede
finite hyperreelle Zahl ist infinitesimal benachbart zu einer
reellen Zahl, ihrem ,Standardteil”.

Ableitung
Beispiel: Ableitung von y = f(x) = x? in x,. Oben steht Stan-
dard, darunter jeweils Nonstandard:

Standard

Differenzenquotient

Ay flxg+Ax)-flxg)  (xo+Ax)P-x}
Ax Ax = Ax =2xp + Ax.

Ableitung

lim (ZXO + AY) = 2X0 = f'(Xo).
Ax—0

Nonstandard

Differentialquotient

dy  flxg+dx)—flxg) (xo+dx)? - x]

. i I =2xg+dx.

Ableitung
2xg +dx =~ 2xy = f'(xp).

Das sieht wieder nur unspektakular unterschiedlich aus.
Das Rechnen ist zunachst gleich. Oben wird dann der Grenz-
wert bestimmt, unten der Standardteil. Wir bemerken: Non-
standard unterscheidet Differentialquotient und Ableitung,.

Ein Blick in die Ableitungsregeln: Wie unterscheiden
sich die Rechnungen? Beispiel. Kettenregel. Die Rechnun-
gen sehen in der Regel so aus:

Standard

Seiz= f(g(x)),y = g(x).

Also (f(g(x)))' - (g(x)-g'x).
Nonstandard

Seiz= f(g(x)),y = g(x),dy = 0.

Also (/(g(x)))' = f'(gx))-g'(x) .

»In der Regel”, hief es, besser: oft sieht standard wie non-
standard aus - auch wenn es standard keinen Sinn ergibt.
Daher der einzige Unterschied in ,dy = 0“, das standard
fehlt, da es fur reine Symbole sinnlos ist. Dennoch greift
man standard gern auf das Rechnen mit den alten infinitesi-
malen Grofen zuriick, weil diese Art des Rechnens einfach
suggestiv war — und wieder ist. Auf die korrekte, linge-
re und schwierigere Standard-Ableitung der Kettenregel
verzichten wir hier.



Integral

Neu hinzu zu den reellen Zahlen, sagten wir, kommen non-
standard die infinitesimalen Zahlen und - das ist nach ei-
nem Blick auf das obige nonstandard Bild fiir das Integral
klar — die infiniten Zahlen: Wenn dx unendlich klein ist,
dann gibt es unendliche viele, sagen wir u Rechtecke, deren
Flachen summiert werden. Das hyperreelle Rechnen ist so
elementar, dass es als kleine Theorie mit, besser: von den
Schulern entwickelt werden kann. Ein Unterrichtsentwurf
ist in den Handreichungen (2.3) nachzulesen.

Wir betrachten das einfachste Beispiel: Der Graph oben
stamme von f(x) = x2. Wir setzen a = 0 und rechnen hyper-
reell. Sei b= p-dxund x; = k-dx. k kann finit oder infinit
sein. Der Flicheninhalt eines Rechteckstreifens von x; bis
X +dx ist

Flxg)-dx = (x)? - dx
= (k-dx)*-dx.

Die Rechnung;:

M "
Z(k-d.v)2~dx=d.v3 : ZkZ
k=1 k=1

= dxd plp+ 1) (2pe+ 1)
6
dxp-dx(p+1)-dx(2u+1)
- 6
_dxp-(dxp+dx) (2dxp+ dx)
6

_b-(b+dx)-(2b+dx)

6
b (207 + 3bdx + dx?)

6

SRR EE SN PR
—31; +5b da+gbda .
Wir kennen diese Rechnung. Standard steht nur Ax statt dx
da. Nonstandard braucht es zum Ergebnis +b* die Standard-
teilbildung in jedem Summanden, standard die Grenzwert-
bildung und mit ihr die Grenzwertregeln.

Neu hier ist nonstandard das Rechnen mit infiniten Zah-
len. Es funktioniert wie das Rechnen mit natirlichen und
reellen Zahlen. Wesentlich ist die einfache Rechenregel:

Fiir finite hyperreelle Zahlen rist r-dx = 0.

Da die Arithmetik wie die der reellen und natirrlichen Zah-
len ist, gelten die arithmetischen Formeln, z. B.

ikz_ ne(n+1)-(2n+1)
k=1 6

auch fur infinite ,hypernaturliche” Zahlen.

Zum Hauptsatz
Wir zeichnen eine Skizze im nonstandard Zugang und sehen
den Beweis:

fix)

X x+dx

Wir sehen
dF = F(x+dx)— F(x).

Da f stetig ist, ist f im Intervall [x,x+dx] bis auf einen
infinitesimalen Fehler konstant. Also

dF zf(x)'dx'

also
dF

F'(I) = E

= f(x).
Diese Argumentation finden wir in einer Aufgabenbearbei-
tung durch einen Schiiler.

Standard ist der Beweis wegen der Grenzwertbildung
schwieriger. Das Bild — mit Ax und AF statt dx und dF —
ist standard der Anfang des Beweises, das nonstandard der
Beweis ist.

Grundsatze des Rechnens

Die folgenden Beobachtungen, die Schiilerinnen und Schu-
ler in den Unterrichtsverlaufen wie in der Handreichung
(2022, 2.1 bis 3.1) im konkreten Rechnen machten, formu-
liert der Abschnitt 2.3 am Schluss im Ruckblick:

Wir haben eine arithmetische Theorie aufgebaut. Wie sind
wir vorgegangen? Was waren unsere Grundsdtze?

1. Wir gingen aus von der Theorie der reellen Zahlen R,
2. Wir erfanden infinitesimale Zahlen a, 8, dx usw.

3. Die entstehenden arithmetischen Terme bezeichnen
hyperreelle Zahlen in "R .

4. Die alten arithmetischen Aussagen und Regeln gel-
ten in ‘R weiter (Transfer).

Fiir die Anwendung in der Analysis sind wichtig:

5. Jede finite hyperreelle Zahl p besitzt einen reellen
Standardteil r mit p = r.

6. Wir denken uns die reellen Relationen und Funk-
tionen auf *IR fortgesetzt.

Die Punkte 2., 4. und 5. sind die Axiome, die als ,Vereinba-
rungen” getroffen wurden. Das ist der elementare mathema-
tische Rahmen, den Schulerinnen und Schiiler weitgehend
selbst entwickeln und sich bewusst machen konnen.

g1
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Reelle Zahlen

Wir konnen wieder nur Andeutungen machen. Unser Vor-
haben im Projekt wird am besten in der Anktuindigung einer
Fortbildung deutlich. ,Mathe am Ende? — Auf dem Weg zu
den reellen Zahlen” hief8 die Fortbildung,.

V2 ist irrational”, heifit es zu Beginn der Einfithrung
der reellen Zahlen. Aber was heifit das? ,Irrational”
heiSt ,nicht rational”. Es gibt aber, wenn wir mit der
Einfithrung beginnen, nur rationale Zahlen. Also heifit
es am Anfang: V2 ist keine Zahl”, V2 ist ein Term
ohne Bedeutung und in der Folge: Die Diagonale im
Einheitsquadrat hat keine MaBzahl. Die Mathematik
ist am Ende und kaum eine Einfuhrung in die reellen
Zahlen gesteht dies ein.

Wie geht Mathe weiter? Wie bekommt V2 Bedeutung?
Wie rechnet man mit V2? Wie entwickelt man die Zahl
V2? Insgesamt: Wie macht man eine wirkliche Einfith-
rung in die Theorie der reellen Zahlen — gemeinsam
mit den Schillerinnen und Schilern und ohne die ubli-
chen Kunstgriffe? Geht das uberhaupt?

Ja, es geht. Das zeigte der konkrete Unterricht, der zuerst
an der Quadratverdopplung b? = a? + a? scheiterte, dann
mit Entsetzen feststellte, dass es fir die Diagonale im Ein-
heitsquadrat keine Mafizahl gibt, und schlieBlich vergeblich
nach Bruchzahlen mit g% = 2 suchte. Die Schiiler erlebten
regelrecht, wie ihre rationale ,Mathe am Ende” war.

Was tun? Die Diskussion produzierte den zugehorigen
Dedekindschen Schnitt. ,Wir missen eine Zahl erfinden!”
war die spontane AuBerung. ,Liickenzahl” hief sie. Sie wur-
de mit V2 bezeichnet. Wie rechnet man damit? Die erste
Vereinbarung war V2 - V2 = 2. Die Fortsetzung war die Aus-
fuhrung der Adjunktion von V2 und anderen identifizierten
Liickenzahlen an Q. Die Unterrichtsgesprache fiihrten zu
erstaunlichen Einsichten und Aulerungen der Schiilerinnen
und Schiiler uber thre Theorie der reellen Zahlen.

Es gab keine komplette Konstruktion der reellen Zahlen,
die das Rechnen mit Dedekindschen Schnitte bedeutet hatte,
aber doch ihren Anfang und ihr Prinzip. Eine Konstrukti-
on in der Schule ist gar nicht moglich. Wichtig waren das
Erfinden von Zahlen und die algebraischen Vereinbarun-
gen, Beweise und Ubungen bei den Adjunktionen. Werden
wie selbstverstindlich die Punkte der Zahlengeraden als
reelle Zahlen genommen, entsteht die Frage nach einem
erweiterten Rechnen mit reellen Zahlen kaum.

Wir planen, eine Handreichung zur Einfihrung von R zu
schreiben.

Infinitesimale reelle Zahlen

Sind infinitesimale reelle Zahlen tiberhaupt moglich? Ja. Sie
liegen auf der Hand, wenn man genauer in die Axiomatik
der reellen Zahlen schaut. Das hat Karl Kuhlemann in sei-
ner Dissertation und in dem Buch Nichtstandard-Analysis.
I der Hochschuldidaktik, Logik und Philosophie (De Gruyter,
Berlin 2024) getan. In der Einleitung wird die Plausibilitat,

man kann sagen: Notwendigkeit, eines solchen Ansatzes be-
grundet, Denn die Axiome der Theorie der reellen Zahlen
schlieflen nicht aus, dass es infinite naturliche Zahlen und
damit infinitesimale reelle Zahlen gibt. Also kann man sie
annehmen und muss dies einmal tun.

Hervorzuheben ist, dass der mengentheoretisch-logische
Status dieser Nonstandardanalysis der von Standard ist. Sie
setzt weder Auswahlaxiom noch Ultrafiltersatz voraus, noch
impliziert sie sie. Beide Voraussetzungen werden der Non-
standardanalysis mit hyperreellen Zahlen in der Regel re-
gelrecht ,vorgeworfen”. Das ist natiirlich unbegrindet, da
die hyperreellen Zahlen im Unterricht so wenig konstruiert
werden, wie es mit den reellen Zahlen der Fall ist. Mit dem
konventionellen Status der Analysis mit infinitesimalen re-
ellen Zahlen ist der eigenartige mathematikgesellschaftliche
Vorbehalt der Nonstandardanalysis gegeniiber insgesamt
aufgehoben.

Im oben genannten Buch wird ein vorlesungsbegleiten-
des Proseminar zu diesem Einstieg in die Analysis entwor-
fen. Wir haben ihm folgend eine Handreichung ,Auflage R”
herausgegeben. Die Unterrichtsginge darin sind wie in der
hyperreellen Handreichung. Das Denken ist anders. Nur We-
niges, manche Vokabeln und kurze Formulierungen, muss-
ten wir ubersetzen. Erprobt im Unterricht ist die Auflage R
noch nicht.

Gegeniiberstellung

Nonstandard

Unsere Erfahrungen zeigen die Nachhaltigkeit des Non-
standardeinstiegs im Unterricht. Jahre nach dem Einstieg
greifen Schiiler auf die alten infinitesimalen Argumenta-
tionen zurtick. Schulerinnen und Schiiler haben ihr Abitur
absolviert und einige studieren Mathematik, Von einer Ver-
unsicherung der Studenten, die von manchen Lehrenden als
Argument gegen Nonstandard in der Lehre geaufert wird,
kann nicht die Rede sein. Grenzwerte und infinitesimale
Zahlen widersprechen sich nicht:

Jede konvergente Folge reprasentiert eine hyperreelle Zahl,
die infinitesimal benachbart ist zu einer reellen Zahl. Sie
ist der Standardteil der hyperreellen Zahl und der Grenz-
wert der Folge.

Wo ist die 0,999... geblieben? Sie war im Bericht nicht mehr
zu sehen, da der Hintergrund des Einstiegs in die Analy-
sis axiomatisch ist und man konkrete hyperreelle Zahlen
nicht braucht. 0,999... ist der konkrete Reprasentant einer
hyperreellen Zahl kleiner als 1 und so der Anlass fur erste
Schritte in die Konstruktion der hyperreellen Zahlen. Der
Unterrichtsgang 3.1 der Handreichung zeigt, wie Schiilerin-
nen wie selbstverstandlich mit unendlichen Folgen operie-
ren, die hyperreelle Zahlen reprisentieren. Sie entwickeln
erste Elemente der Arithmetik — explizit als Theorie uber
der-Theerie-der reellen Zahlen — und arbeiten kompetent
mit infiniter Vergroferung (Unendlichkeitslupe) und infini-
tesimaler Verkleinerung, um die neuen Verhaltnisse auf der
Zahlengeraden zu veranschaulichen.



Standard

Diesen neuen Erfahrungen im Projekt stehen unsere alten
Erfahrungen und Wahrnehmungen im Standardeinstieg ge-
genuber. Wir sehen die Situation im Ruckblick so:

Das universelle Charakteristikum von Standard ist die
Grenzwertbildung im Hintergrund der Begriffe, der Stan-
dardrechnungen und der Standardveranschaulichungen.
Veranschaulichungen sind standard auf Prozesse angewie-
sen, die man nur in Schritten andeuten kann oder mit geo-
metrischer Software simuliert. Im Prinzip verschwindet
alles Anschauliche und Rechnerische im Unendlichen, in
dem ein intuitiver Grenzwert liegt. Der Grenzwertbegriff
ist so anspruchsvoll, dass er in den Lehrplanen nur ,pro-
padeutisch” verlangt wird — was das immer heifdt. Geftihl
und Software uiberspielen die Notwendigkeit der mathema-
tischen Fundierung der grundlegenden Begriffe der Stetig-
keit und des Grenzwerts. Was bleibt, ist ein abstrakter, ein
mathematisch nicht geklarter lim-Formalismus.

Streng genommen: Der Standard-Einstieg im Unterricht
ist, solange die Begriffe der Stetigkeit und des Grenzwertes
nicht da sind, keine Mathematik. Er arbeitet im Funda-
ment nicht mit Begriffen, sondern ,schwebt” uber unkla-
ren, intuitiven Vorstellungen individueller Art. Wir denken,
der Standard-Einstieg kann gar nicht daruber hinausgehen,
da die logisch-mengentheoretischen Voraussetzungen fur
einen fundierten Grenzwertbegriff fehlen.

Bilanz

Man sah und sieht es: Der Nonstandard-Einstieg ist an-
schaulicher. Das Rechnen ist einfacher. Der Einstieg ist Ma-
thematik.

Der Nonstandardeinstieg ist ein mathematisch fundier-
ter, elementarer und anschaulicher Ausweg aus den Proble-
men des Grenzwertunterrichts. Nach dem Einstieg geht der
Unterricht weiter wie gewohnt, getragen aber von Anschau-
ung und elementarer Arithmetik aus dem Einstieg. Unser
Einstieg spart Unterrichtszeit, die anders, namlich zur Ent-
wicklung und Vertiefung und nicht zuletzt zur Ubung des
Bewusstseins einer theoretischen Mathematik genutzt wer-
den kann.

Der Grenzwertbegriff ist keineswegs verschwunden. Das
Infinitesimale im Nonstandard-Einstieg verweist vielmehr
auf den Ausgangspunkt des historischen Weges von den un-
endlich kleinen Grofien bei Leibniz bis zu den Grenzwerten.
Die Begriffe ,Grenzwert” einer Folge und ,Standardteil”

einer hyperreellen Zahl stehen einander gegeniiber und
bieten die Gelegenheit, auch mit Grenzwerten zu arbeiten.
Unsere Erfahrungen zeigen, dass Schiilerinnen und Schiiler
zum elementaren arithmetischen Weg tendieren.

Schluss

Unser Projekt fand mehr oder weniger im ,,Untergrund”
statt. Es ist an der Zeit, dass unser erprobter Nonstandard-
Einstieg in die Analysis deutlicher wahrgenommen, breiter
erprobt und evaluiert wird. Die Texte, die im Projekt ent-
standen sind, stellen Beispiele, Anwendungen, Hintergrund,
Weiterfuhrungen, kurz: viel Material zur Verfugung. Wir
meinen, dass Nonstandard-Einstiege auf lange Sicht zur
mathematischen Aufwertung des Analysis-Unterrichts und
zum Gewinn fur Schiillerinnen und Schiler fithren wiirden.

Der Nonstandard-Einstieg in die Analysis ist elemen-
tar und anschaulich, er wird im Unterricht mathematisch
fundiert und reflektiert. Wie wichtig die Eigenstandigkeit
der Schiiler bei der Entwicklung der Theorie ist und wie
wesentlich die Anschauung, zeigen die Unterrichtsverlau-
fe, die wir in den Handreichungen vorstellen. Individuelles
Denken und Anschauung waren immer Bedingungen der
Inspiration in der Mathematik.

Texte aus dem Projekt

Im Projekt sind zahlreiche Texte entstanden: Aufsatze, Bei-
trage, Folien aus dem Unterricht, Bicher. Wir nennen hier
nur die schon erwihnten Handreichungen fur den Unterricht
und die Dissertation zur Lehre:

Baumann, P; Bedurftig, T.; Fuhrmann, V. (Hrsg.) (2022). dx,dy — Ein-
stieg in die Analysis mit infinitesimalen Zahlen. Handreichung 2. Auf-
lage, Berlin, Hannover, Worms 2022. www.nichtstandard.de/pdf/
Handreichung-2021-Auflage2.pdf

Kuhlemann, K. (2022). Nichtstandard in der elementaren Analysis — Ma-
thematische, logische, philosophische und didaktische Studien zur Be-
deutung der Nichtstandardanalysis in der Lehre. Dissertation, Fakultat
fur Mathematik und Physik, Hannover. DOl 10.15488/12105

Kuhlemann, K.; Bediirftig, T.; Baumann, P. (Hrsg.) (2025). dx, dy -
Einstieg in die Analysis mit infinitesimalen Zahlen. Handreichung Auf-
lage R.

Alle weiteren Texte aus dem Projekt und weitere Li-
teratur sind unter dem Link www.nichtstandard.de/
Veroeffentlichungen.html zu finden.

Prof. Dr. em. Thomas Bediirftig
Leibniz Universitit Hannover
Institut fiir Didaktik der Mathematik und Physik
Welfengarten 1, 30167 Hannover
beduerftig@idmp.uni-hannover.de
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